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Die vorliegende Bearbeitung der Arithmetik, welche in ihren wefent- 
lichen Grundzügen das gemeinschaftliche Werk von mir und meinem 
Bruder Robert ist, tritt mit dem Ansprüche auf, die erste streng 
wissenschaftliche Bearbeitung jener Disciplin zu fein, und mit dem 
noch weiter gehenden Ansprüche, dass die darin befolgte Methode, 
wie fehr fie auch von der üblichen abweichen mag, dennoch, in allen 
ihren wefentlichen Momenten , nicht eine unter vielen möglichen , fon- 
dera die einzig mögliche Methode einer streng folgerichtigen und natur- 
gemässen Behandlung jener Wissenschaft fei. Ob diefe Anspräche, 
welchis zugleich gegen die früheren Bearbeitungen den Vorwurf eines 
Mangels an wissenschaftlicher Strenge und Folgerichtigkeit einschliessen, 
berechtigt seien oder nicht, muss das Werk selbst thatsächlich ans- 
weifen , da eine polemische oder apologetische Begründung diefer An- 
sprüche dem speciellen Zwecke des Werkes widerspricht. Wir hoffen 
diefem Mangel späterhin durch eine Bearbeitung der Mathematik ab- 
zuhelfen, welche, wissenschaftlich durchgebildete Leser voraussetzend, 
überall die leitenden Gedanken hervorheben und die Kothwcndigkeit 
der befolgten Methode im Einzelnen nachweifen foll. Doch bin ich 
überzeugt, dass auch jetzt schon jeder, welcher das vorliegende Werk 
gründlich und vorurtheilsfrei durchmacht , jene Ansprüche als gerecht- 
fertigt anerkennen wird. Es bleibt alfo nur die pädagogische Seite 
des Buches und feine practische Handhabung zu besprechen. 

Dass auch schon für den ersten wissenschaftlichen Unterricht in 
der Mathematik die möglichst strengste Methode vor jeder andern den 
Vorzug verdiene, werden wohl wenige bestreiten. Namentlich wird 
jeder Pädagog einen folgerichtigen Beweis einem in Trugschlüssen fort- 
schreitenden oder fich im Cirkel bewegenden vorziehen, ja es wird 
für ihn eine moralische Unmöglichkeit fein, mit Bewustfein einen 
Beweis der letztern Art den Schülern vorzutragen und ße fo gewisser, 
massen hinter's Licht zu führen. Und dennoch ist diese verwerfliche 
Art fogenannter Beweife in den bisherigen Lehrbüchern der Arithmetik 
überall, wo es auf die Grundlegung und den Ausbau des Systemes 
ankommt, durchaus vorherrschend. Aber vielleicht findet man den 
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strengen Beweis für die Fassungskraft des Schülers zu schwer. Sollte 
dies irgendwo der Fall fein, — was immer auf einen Fehler in der 
Anlage oder Behandlung des Ganzen hinweisen würde — , fo wäre das 
einzige Auskunftsmittel , an einer solchen Stelle den Schülern den Satz 
bloss historisch mitzutheilen , und mit dem offnen Geständniss, dass 
man keinen für jie fassbaren Beweis habe finden können, auf einen 
folchen zu verzichten; ein Auskunftsmittel, was immer misslich ist 
und nur im äussersten Nothfalle anzuwenden wäre. Aber immer 
bleibt auch dies Auskunftsmittel noch einem ße weife vorzuziehen, 
der keine Beweiskraft hat, und daher dexa Schüler entweder ganz 
unverständlich bleibt, oder ihn mit einem Scheine des Wissens be- 
trügt, der aller Oberüächlichkeit und Unwissenschaftlichkeit Thor und 
Thür öffnet. 

Die Mathematik in ihrer strengsten Form, in ihrer unerbittlichen 
Konfequenz ist allein im Stande, den Schüler vor der modischen Herr- 
schaft der geistreichen Phrafe zu bewahren und ihn im logisch fol^e^ 
richtigen Denken zu üben. Diefer Zweck würde jedoch nicht erreicht 
werden, wenn man ohne begriffliche Entwickelung nur Formel auf 
Formel reihen wollte. Vielmehr müssen beide: Formelentwickelung 
und Begriffsentwickelung stets Hand in Hand gehen. Im Lehrbuche 
ist die Art, wie dies geschehen foll, an einigen Beispielen, am aus- 
führlichsten in No. 17 , dargestellt. Dagegen ist in der Regel der Be- 
weis nur in Formeln mitgetheilt, und in Paranthese die Kummer des 
Satzes beigefügt, durch welchen die neue Formel hervorgeht. Aber 
es wird ohne Ausnahme vorausgefetzt, dass der Schüler bei dem Vor- 
trage des Beweifes jedeswal den Satz in Worten anführt, auf welchem 
die nächste Formel benihtj an schwierigeren Stellen wird er den 
Satz auch noch für den vorliegenden Fall zu specialifiren haben. Da- 
nach wird alfö der ganze Vortrag in begrifflicher Entwickelung vor- 
schreiten, während die jedesmal hingeschriebene Formel den begriff- 
lichen Fortschritt symbolisch darstellt. Dabei wird vorausgefetzt , dass 
der Schüler den schon durchgenommenen Vorrath der Sätze üch auch 
gedächtnissmässig fest eingeprägt habe , so dass er bei der häuslichen 
Vorbereitung oder Wiederholung nur in den seltneren Fällen die bei- 
gefügten Citate nachzuschlagen nöthig hat. 

Doch diese reproduktative Thätigkeit genügt noch nicht für die 
Erreichung jenes Zieles, der üebung im folgerichtigen Denken. Viel- 
mehr muss auch die Produktivität des Schülers auf diesem Gebiete 
angeregt y und er in den Stand gesetzt werden , auch neue Wahrheiten 
aufzufinden. Zu dem Ende ist zunächst die ganze Anlage des Werkes 
fo ausgeführt, dass auch der mittelmässige Schüler, nachdem ihm nur 
die Natur des Beweifes (ob er fortschreitend, rückschreitend, indirekt 
oder induktorisch fei) angedeutet wurde, ganz felbständig den Beweis 
führen kann, vorausgefetzt, dass er schon einen Beweis derfelben 
Gattupg kennen gelernt hat. 
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Ein anderes wichtiges Mittel für die Anregung der Produktivität 
bietet die heuristische Methode, welche die Sätze selbst finden lehrt. 
Allein diefe Methode in einem Lehrbuche, was in den Händen der 
Schüler ist, zu Grunde zu legen, wäre ein ganz verfehltes Unter- 
nehmen. Es würde dadurch nicht nur dem Schüler die Repetition 
erschwert, fondern auch der Lehrer gerade in demjenigen eingeengt 
werden, was auf die individuellste Weife aus feiner und der Schüler 
befonderen Begabung und aus der gegenfeitigen Beziehung beider 
hervorfliessen muss. Uebrigens hoffe ich, dass in dem vorliegenden 
Werke der Gang der Entwickelung den Grad der Durchfichtigkeit 
und des Farallelismus darbieten wird, dass er die richtige Heuristik 
überall hindurchschimmern lässt. Ein ausführliches Beispiel der heur 
ristischen Methode ist an einem der schwierigsten Fälle in Ko. 439 
gegeben worden. 

In Bezug auf die Aufgaben, welche in bedeutender Anzahl theils 
zur Einübung des Erlernten, theils zur Weckung und Ausbildung der 
Erfindungsgabe in Anwendung zu bringen find, verweife ich auf die 
in reichlicher Auswahl vorhandenen Aufgabefammlungen , namentlich 
auf die treffliche Sammlung von Hei s. Es ist an den betreffenden 
Stellen auf die Gattung von Aufgaben, welche vor dem weiteren 
Fortschreiten und während desfelben zu geben find , hingewiefen wor- 
den. Ueberdies werden die Schüler durch die in Formelentwicklungen 
streng fortschreitende Methode des Lehrbuches fo im algebraischen 
Rechnen geübt, dass ihnen das Löfen der Aufgaben an den betreffen- 
den Punkten keine erheblichen Schwierigkeiten bereiten kann. 

Ausser der Uebung im scharfen Erfassen und fieberen Auffinden 
der Wahrheit hat aber die Mathematik noch eine andere bildende 
Seite, indem fie nämlich den Geist für das Ueberschauen eines wissen- 
schaftlichen Systemes befähigen foU. Es ist jedoch fehlerhaft und 
erfolglos, wenn man damit schon anfangen will, ehe noch der Stoff 
im Einzelnen dem Schüler bekannt geworden ist-, wo dann nichts 
anderes übrig bleibt, als ihn mit allgemeinen philofophischen Redens- 
arten abzuspeifen , die mindestens dem Schüler unverdaulich ßnd, und 
jedenfalls das Gegentheil von dem wirken, was Re wirken foUen. 
Vielmehr kann jenes Ziel nur erreicht werden, einestheils durch eine 
leicht fassliche und strenge Systematik , die nicht nach einer äusseren 
Schablone zugeschnitten, fondern aus der Katur des Gegenstandes 
organisch erwachsen ist, andrerfeits durch eine Ueberficht, welche 
am Schlüsse das noch vereinzelt Dastehende, was einer Vereinigung 
entgegenstrebte , zufammenfasst und zu einem Gefammtbilde vereinigt. 
Dies ist in Bezug auf die elementare Arithmetik am Schlüsse derfelben 
in §.16 verfttcht. 

Was endlich die Vertheilung des Stoffes betrifft, fo zeigt schon 
der unmittelbare Anblick des Inhaltsverzeichnisses, dass diefer Stoff 
bis Prima hinauf ausreichen, und die ganze arithmetische Seite des 
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UnterricbtB umfassen foll. Bei der gewöhnlichen Einrichtung der Gym- 
nafien würden §.1—9 für Quarta und Tertia, $• 10— -16 für Secunda, 
§. 17—26 für Prinia zu bestimmen fein*, wobei zu bemerken ist, dass 
§. 24»26 je nach der Fähigkeit der Schüler entweder durchgenommen 
oder übergangen oder auch den begabteren, fei es zu eigner Beleh- 
rung, oder zu Vorträgen für die übrige Klasse überwiefen, und dass 
die mit einem Stern * bezeichneten Sätze bei dem ersten Vortrage 
übergangen werden können. 

Auf den vorliegeu'^en Theil follen nach dem Plane des Verfassers 
noch zwei Theile folgen, von denen der eine die Planimetrie, der 
andere die Stereometrie und die beiden Trigonometrien umfassen foll. 






$. 1. Einleitung. 

1. Erklärung. Mathematik {(la^iiaTixiq) ist die 
Wissenrchaft von der Verknüpfung der Grössen. Grösse 
heisst jedes Ding, welches einem andern gleich oder ungleich 
gefetzt werden foll. Gleich heissen zwei Dinge, wenn man 
in jeder Ausfage statt des einen das andre fetzen kann. 

2. Bezeichnung. Die allgemeinen Zeichen der Grössen 
find die Buchstaben. So oft in demfelben Zufammenhange (in 
diefem Buche unter derfelben Nummer) derfelbe Buchstabe 
vorkommt, ist darunter stets ein und diefelbe Grösse ver- 
standen (es fei denn, dass ausdrücklich dem Buchstaben her- 
nach eine andere Bedeutung beigelegt wird). Das Zeichen der 
Gleichheit ist =, das der Ungleichheit ^. 

3. Erklärung. Die Formel a = b heisst eine 
Gleichung, a ihre linke, b ihre rechte Seite. 

4. Erklärung. Jede maUiematische V e r k n ü p f u n g 
findet nur zwischen zwei Grössen statt; die Grösse ^ wekhe 
durch diefe Verknüpfung entsteht, heisst Refultat der Yer«- 
knüpfung. Das Refultat der Verknüpfung kann aufs Neue mit 
einer Grösse verknüpft werden. Eine Grösse a mit mehreren 
Grössen b, c, . . . fortschreitend verknüpfen, heisst a zuerst 
mit b verknüpfen, das Refultat diefer Verknüpfung mit o ver- 
knüpfen u. f. w. 

9. Bezeichnung. Die Klammer ( ) drückt aus, 
dass der in ihr stehende Ausdruck eine Grösse bilden foll. 
Die einfachsten Verknüpfungen find Addition (§. 2) und Sub- 
traktion (§. 3). Das Zeichen der Addition ist -f- (gelefen 
plus), das der Subtraktion — (gelefen minus). Bei der Ad- 
dition und Subtraktion werden die Klammern stets weggelassen, 
wenn die erste Grösse mit den darauf folgenden fortschreitend 
verknüpft werden foll. 

1 
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Beispiel, a + b + c bezeichnet, dass zu a die Grössen 
b und fortschreitend addirt werden Tolleii, d. h. dass zu a 
zuerst b, und zu der To erhaltenen Grösse a + b die Grösse 
c addirt werden foll; oder es ist a + b + e = (a + b) + c. 
Dagegen bezeichnet a + (b + o), dass zuerst zu b die Grösse 
c addirt werden Toll, und dann zu a die Grösse b + c addirt 
werden foll. 

Anm. 1. Ein Ausdruck, welcher nur das Zeichen einer Grösse 
enthält, oder welcher nicht Theil eines umfassenderen Ausdruckes ist, 
braucht nicht mit einer Klammer umschlossen zu werden, weil fich 
hier Tön selbst ergiebt, dass der Ausdruck unr eine Grösse bil- 
den foll. 

Anm. 2. Beim Lefen eines mit Klammern verfehenen Aus- 
drucks, muss man, wenn nicht Zweideutigkeit entstehen foll, stets 
angeben, wo eine Klammer geöffnet, und wo fie geschlossen werden 
foll; nur wo fich das Schliessen der Klammem von felbst versteht, 
wie am Ende des ganzen Ausdrucks oder vor dem Gleichheits- 
aedchen, lässt man die Angabe über den Klammernschlass am 
zweckmässigsten fort, z. B. 

1) a — (h + c) — d gelefen; a minus, Klammer b plus c 
Klammer geschlossen, minus d. 

2) a + (^b — (c + d)) + e gelefen: a plus, Klammer b minus 
Klammer o plus d, beide Klammern geschlossen, plus e. 

3) a — (b + o) = b — (a + (b — c)) gelefen: a minus 
Klammer b plus c gleich b minus Klammer a -(- Klammer b — c. 

6. Erklärung. Die Arithmetik (aqi&(iij'vv?ci]) be- 
halirdelt diejenigen Grössen, welche aus einer einzigen Grösse 
e durch Verknüpfung hervorgehen. 

$^3. Addition. 

*7. Erklärung. Man bilde aus einer Grösse e eine 
Reihe von Grössen durch folgendes Verfahren: Man fetze e 
als ein Glied der Reihe, fetze e + e (gcleren e plus e) als 
das nächstfolgende Glied der Reihe, und fp fahre man fort, 
aus dem jedesmal letzten Gliede das nächstfolgende dad^irch 
abzuleiten y dass man zu jenem + e hinzufügt. Ebenfo fetze 
man e H e (gelefen e plus minus e) als das dem e zu- 
nächst vorhergehende Glied der Rei|ic, und fo fahre nijan fort, 
aus dem jedesmal ersten Gliede der Reihe das nächst vorher« 
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gehende dadurch absuleiten, dass man zu jenem Gliede H e 

hinzußlgt, fo erhält man eine nach beiden Seiten unendliche Reihe 
. .e-| — eH — e-\ — e, e-\ — eH — e, eH — e, e^ e+e, e+e+e* • 

Wenn man in diefer Reihe jedes Glied von allen übrigen 
Gliedern der Reihe als verschieden annimmt , fo nennt man 
diefe Reihe die Grundreihe, e die pofitive Einheit, — e 
die negative Einheit. 

8 — 9. Erklärung. Wenn a irgend ein Glied der 
Grundreihe ist, To versteht man unter a + e (auch wenn a 
eins der Glieder ist, welche dem Gliede e vorhergehen) das 

auf a zunächst folgende Glied der Reihe, und unter a H e 

(auch wenn a eins der Glieder ist, welche dem Gliede e folgen) 
das dem a zunächst vorhergehende Glied, d. h. wenn b das 
auf a zunächst folgende Glied der Reihe ist, fo. ist 

(8) b = a + e 

(9) a = b H e. 

Man nennt, diefe Verknüpfung Addition der Einheiten. 

10. Bezeichnu ng. Die Summe einer pöfitiven und 
einer negativen Einheit wird mit (Null) bezeichnet d. b. 

e H e = 0. 

11. Bezeichnung. Statt OH e schreibt man — e. 

OH e = — e. 

12. Die aus der Einheit e erzeugte Grundreihe ist demr 
nach folgende: 

e -) e-| e, — e + — e, — e,0, e, e + e,e + 6 + e • • • 

Die dem Gliede — e vorhergehenden Glieder diefer Reihe 
find Summen negativer Einheiten, die dem Gliede e folgende 
Glieder der Reihe find Summen pofitiver Einheiten. 

Beweis. Die dem e folgenden Glieder der Grundreihe 
find (nach 7) aus e durch fortschreitende Addition pofitiver 
Einheiten entstanden, alfo Summen pofitiver Einheiten. Die 
dem e vorhergehenden Glieder find aus e durch fortschreitende 
Addition negativer Einheiten eulstanden, und zwar ist das dem 

e zunächst vorhergehende Glied e H e == (nach 10), das 

dem Null vorhergehende OH 65=3-^-0 (nach li}. Alle 

dem — e vorhergehenden Glieder find aus — .e durch fort- 
ßchrettend^ Addition negativer Einheiten entstanden und find 
alfo Stimmen negativer Einheiten. 
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13. a + eH e = a. 

Eine porUive und eine negative Einheit fortschreitend 
addiren ändert nichts. 

Beweis. Es Tei b das auf a zunächst folgende Glied 
der Grundreihe, fo ist 

b = a + e (nach 8). 

a = b H e (nach 9). 

Setzt man in die zweite Gleichung den Werth von b 
aus der ersten ein, fo erhält man 

.a = b + eH e. 

14. aH e + e = a. 

Eine negative und eine pofitive Einheit fortschreitend 
addiren ändert nichts. 

Beweis. Es fei b das dem a zunächst vorhergehende 
Glied der Grundreihe, fo ist 

a = b + e (nach 8). 

b = a H e (nach 9). 

Setzt man den Werth von baus der zweiten Gleichung 
in die erste ein, fo erhält man 

a = a H e + e. 

15. Erklärung. Wenn a und b beliebige Glieder der 
Grundreihe find, fo versteht man unter der Summe a'4- b 
dasjenige Glied der Grundreihe, für welches die Formel 

a + (b + e) = a + b + e 
gilt. Man nennt a und b die Summanden oder Stücke der 
Summe a + b, a den ersten Summand, b den zweiten. Die 
Verknüpfung heisst Addition. Die Formel, in Worte gefasst, 
giebt den Salz 

„Statt zu dem zweiten Summanden eine pofitive Ein- 
heit zu addiren, kann man f ie zu der Summe addiren,'^ 
oder „Statt zu einer Summe eine pofitive Einheit zu ad- 
diren, kann man fie zum zweiten Summanden addiren.'^ 

16. Zusatz. Die Grösse a -+- (b + e) ist das der 
{Iröss'e a + b zunächst folgende Glied der Grundreihe, und 
a + b das der Grösse a -f- (b + e) zunächst vorhergehende 
Glied dieser Reihe. 

Beweis, a + (b + e) ist (nach 15) gleich a + b + e 
d. h. (nach 8), das auf a + b zunächst folgende Glied der 
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Grundreihe, oder, was dasrelbe ist, a +b ist das der Grösse 
a + (b + e) zunächst vorhergehende Glied diefer Reihe. 
11. a + (b + — e) = a + b + — e 
„Statt zu dem zweiten Summanden eine negative Ein- 
heit zu addiren, kann man Tie zu der Summe addiren,'^ 
oder „Statt zu einer Summe eine negative Einheit zu ad- 
diren, kann man f ie zum zweiten Summanden addiren." 
Beweis (fortschreitend). 

a + (bH e) = a + (bH e) + eH e (nach 13). 

= a + (bH e + e)H e (nach 15). 

= a + b H e. (nach 14). 

Anmerkung 1. Bei dem fortschreitenden Beweife geht 
man von der linken Seite der zu erweifenden Gleichung aus und 
f ucht diefelbe nach und nach in die rechte Seite umzuwandeln, und 
zwar in der Regel fo , dass , man der linken Seite zuerst dasfelbe- 
Schlussglied zu verleihen facht, welches die rechte hat. 

Anmerkung 2. Die Nummer, welche bei einer Formel in 
Parenthefe beigefügt ist, drückt aus, dass die Formel nach dem- 
jenigen Satze hervorgeht, welcher jene Numtter an feiner Spitze 
trägt. Bei der mündlichen Darstellung Gnd diefe Nummern aus« 
zulassen, und statt dessen, ehe die neue Formel abgeleitet wird, der 
Wortausdruck des citirten Satzes auszusprechen, auch nöthigenfialls 
anzugeben, wie diefer Satz auf die zuletzt gewonnene Formel an- 
gewandt werden foU. Wenn hiiiter der in Parenthefe gefetzten 
Nummer der Buchstabe b folgt, fo foll died andeutexi, :dfisii ma 
von dem citirten Satze den zweiten Wortausdcuck wiihles ffül. 
um von der Art diefer mündlichen Darstellung ein Beispiel ^a 
geben, lassen wir hier den Beweis des obigen Satzes in Worten 
ausgedrückt folgen: '* 

Beweis in Worten. Wir gehen aus von der linken Seite deü 
zu erweifenden Gleichung, d. h. von . * . 

* + (b+-#) . 

Man kann diefen Ausdruck auf die Form bringen, dass fr, wie. 

die rechte Seite, mit -] e schliesst, denn eine pofitive und eine 

negative Einheit fortschreitend addiren, ändert nichts. Dann wiriä 
der obige Ausdruck 

>3=r a 4- (b 4" '~ ö) 4* • + '^ «* 
Statt zu der Suvame » + (^ 4"^ ^) ^^^ pofitive ßiiih^ au 
. addiren, kann man fie zu dem zweiten . Summapden addiren ^ alfo 
wird der Ausdruck 

=* ft + (b +-'e + •) 4-- e. 
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£ine negatiye und eise politive Einheit fortschreitead addisen 
ändert nichts; dies angewandt auf den Aosdrack in der Klammer 
giebt den obigen Ausdruck 

= a + b + — a. 

Alfo a + (b H 'o) = a + b +— 0, d. h.: Statt zu dem 

flweiten Summanden eine negative Einheit zu addiren, kann man fie 
W der Summe addiren. 

18. a + = a 

„Null addiren ändert nichts/ 

Beweis, a -f = a + (e + — e) (nach 10). 

= a + e H e (nach 17). 

= a (nach 13). 

^19. Eine Summe pofitiver oder negativer Einheiten ad- 
dirt man, indem man diefe Einheiten fortschreitend addirt; 
d. h. wenn R eine Reihe pofitiver oder negativer Einheiten 
bedeutet, welche fortschreitend addirt werden sollen, und (R) 
ihre Summe, fo ist 

a + (R) = a + R. 
Beweis 1. Es bezeichne (R) eine Summe pofitiver Ein- 
heiten. Alsdann ist die Sumäie a + (R) aus der Summe 
a 4~ dadurch hervorgegangen, dass man zu dem zweiten 
Siimmanden fortschreitend pofitive Einheiten addirt hat; statt 
9))«r 3^ 4em zweiten Summanden eine pofitive Einheit zu 
adüren, kann man fie zu der Summe addiren (nach 15); alfo 
statt tVL däm zweiten Summanden von a + e mehrere pofi- 
tive Einheiten fortschreitend zu addiren, kann man fie zu der 
Summe a -f e addiren, alfo auch statt zu a eine Summe von 
pofitiven Ejoheiton zu addiren, kann man diefe Einheiten zu a 
fortschreitend addiren. 

2. Ebenfo ist der Beweis, wenn (R) eine Summe nega- 
tiver Einheiten ist, nur dass mm statt der pofitiven Einheiten 
in Beweis 1 überall die negativen setzt. 
20- e + a = a + e. 

„Wenn einer der beiden Summanden eine pofitive Einheit 
isti, so kann man die SummaTid^n vertauschen.^ 

Beweis. (In Bezug auf a.) Angenommen iie Formel 
(20) gelte für irgend eine Grösse a, fo zeige ich zuerst, dass 
fie auch für die auf a zunächst folgende Grösse a + o gelte^ 
d. h. dass 
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e + (a + ©) == a -f « + « 
fei. Es ist 

e + (a + e^ = e + a + e (nach 15). 
= a + e + e 
da nach der Annahme für den hestimniten Werth a die Fbrmel 
(20) gelten Toll. 

Wenn alfo die Formel (20) für irgend einen Werth a 
gilt, fo gilt fie auch für den zunächst folgenden, alfo auch 
für den auf diefeo zunächst folgenden Werth u. f. w., alfo 
für alle folgenden Werthe. 

Zweitens zeige ich, dass unter derfelben Annahnie die 
Formel auch für den Werth gilt, welcher dorn a zunichst 

vorhergeht, nämlich für a -j e, d. h. ich zeigte, di»S' 

e + (a-| e)==a-| e + e 

fei. Es ist 

© + (a-i e) = 6 + ÄH e (nach H). 

= a +- e H e (nach Annahme). 

Wenn alfo die Formel für irgend einen Werth a gilt, fo 
gilt fie auch für den zunächst Vorhergehenden, alfo auch für 
den Werth, welcher diefem letztem zunächst vorhergehl, alfo 
für alle dem a vorhergehenden Werthe. 

Drittens. Nun gilt aber die Formel 20 für den. FaD, dass 
a = e ist. Denn dann ist 

e + » = • + 6 == a + e. 
Die Formel 20 gilt aKo für einen Werth, mitbin nach 
dem ersten Theile des Beweises «ich für alle folgenden Werthe, 
und nach dem zweiten Theile awh für alle vorbergebaideti 
Werthe, also filr alle Werthe. 

Anmerkung. Beweife von der Art wie der vorstehende 
heissen inductorische. Sie werden im Folgenden stets in etwas ab- 
gekürzter Form dargestellt. 

21. — e + a = aH e. 

„Wenn einer der beiden Summanden eine negative E}nr 
heit ist, so kann man die Sugimanden vertauschea»^ 

Beweis. Genau wie in 20, nur dass man — e statt e, 
und e statt — e fetzt, und ebenfo „folgend^ statt „vorher- 
gehend^ upd umgekehrt. 
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39. a + Cb + c) = a + b + c. 

^Statt eine Summe zu addiren^ kann man die Summanden 
forischreUend addiren/ oder „statt zwei Grössen fortschreitend 
zu addiren, kann man ihre Summe addiren.^ 

Beweis (inductorisch in Bezug auf o). Angenommen 
die Formel 22 gelte für irgend einetf Werth c, so ist 
a + Ib + (c + e)] = a + [b + c + e] (nach 15). 
= a + (b 4- c) + e (nach 15). 
= a + b4-c4-e (nach Annahme). 
= a + b + (o + e) (nach 15 b). 
Wenn alfo die Formel 22 für irgend einen Werth gilt, 
fo gilt fie auch für den zunächst folgenden , mithin für alle 
folgenden Wertbe. 

Und ebenfo unter derfelben Annahme ist: 
a + [b + (c + — e)] = a + [b + c + — e] (nach 17). 
= a + (b + c) + — e (nach 17). 

= a + b + cH e (n. Annahme). 

==a + b + (c + — e)(nach 17b), 
d. h. Wenn Formel 22 für irg^d einen Werth o gilt, 
fo gilt fie auch ftlr den nächst Yorbergehendea, mithin für 
alle vorhergehenden Werthe. 

Nun gilt fie aber für c = e (nach 15), sdfo gilt fie auch 
allgemein. 

28. . a + b = b + a. 

„Man kami die beiden Stücke einer Summe vertauschen.^ 
Beweis (iaduetorisch in Bezug auf b). Angenommen 
Formel 23 gelte fiNr irg^d einen Werth b, fo ist 
a + (b + e) = a + b-f« (nach 15). 

== b -f a + e (nach Annahme). 
= b + (a + e) (nach 15 b). 
= b + (e + a) (nach 20). 
= b + e + a (nach 22). 
und 

a + (b+— e) = a + b+— 6 (nach 17). 

= b 4- ft ~l e (nach Annahme). 

= b + (a +— e) (nach 17b). 
= b + (— e + a) (nach 21). 
= b 4 e + a (nach 22). 
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d. h. Wenn Formel 23 für irgend einen Werth b gilt, 
To gilt fie auch für alle folgenden und für alle vorhergehenden 
Werthe. Nun gilt fie aber für den Werth e, denn 

a -f e = e + a (nach 20). 
alfo gilt fie allgemein. 

24. a + h + c = a4-c + b. 

^Die Ordnung, in welcher man fortschreitend addirt, ist 
gleichgültig für das Refultat/ 

Beweis. a + b-fc = a + (b + c) (nach 22 b). 

= a + (c + b) (nach 23). 
= a + c + b (nach 22). 
2». + a = a + = a. 

„Null als Summand ändert nichts.^ 
Beweis. -f- a = a + (nach 23). 

= a + (e H e) (nach 10). 

= B. + e -i e (nach 22). 

= a (nach 13). 

26. Zu je zwei Grössen a und b der Grundreihe giebt 
es eine dritte Grosses der Grundreihe, welche zu der ersten 
addirt die zweite giebt, d. h. fo, dass 

b = a + X 
fei. 

Beweis (inductorisch in Bezug auf b). Angenommen, 
der Satz gelte für irgend einen Werth b, fo gilt er auch für 
den auf b zunächst folgenden Werth. Denn, wenn z eine 
Grösse der Grundreihe, und 

b = a + X 
ist, fo ist 

b + e = a-f-x + e (nach Annahme). 
= a + (X + e) (nach 22 b), 
folglich giebt es auch eine Grösse der Grundreihe, (nämlich 
X + e), welche zu a addirt b + « giebt; d. h. der Satz gilt 
unter diefer Annahme auch für b + e. 
Feri^r 

b -| e = a + x-| e (nach Annahme). 

= a + (x H e) (nach 22 b). 

d. h. Der Satz gilt unter derfelben Annahme auch für b -j e. 
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Alfoy wenn der Satz für irgend einen Werth b gilt, To 
giR er auch für jeden vor b vorhergehenden Werth. 

Nun gilt aber die Formel für b = a^ denn dann ist 
b = a — a + (nach 25), 
alfo gilt der Satz allgemein. 

27. Hypothefis (vn6d'€(fig) a + b = a + c. 

Thefis id^iifvg) b = c. 

„Zwei Grössen (b und c), welche zu derfelben Grösse (a) 
addirt, gleiche Summen liefern, find einander gleich/' 

Beweis (fortschreitend.) Um b mit Anwendung der 
Hypothefis in c umwandeln zu können, muss man zunächst b 
fo umwandeln, dass fein Werth derfelbe bleibt, aber a als 
Stück eines zweiten Summanden hinzutritt, d. h. man muss 
zu b eine Grösse b, + x, Welche Null ist, addiren. 

Nun giebt es nach 26 stets eine Grösse x von der Art, 
dass 

» * a + X = 

ist. Dann ist 

b = b + (nach 25). 
= b + (a + x) (nach ♦). 
= b + a + X (nach 22). 
= a + b + X (nach 23). 
= a + c + 3L (nach Hypothesis). 
= a + X + c (nach 24). 
= + c (nach *). 
=r. c (nach 25). 

§. 3. Subtraktion. 

28. Erklärung. Unter dem Unterschiede (Differenz, 
Rest) a — b, versteht man diejenige Grösse der Grundreihe, 
zu welcher b addirt a giebt, d. h. 

a — b + b = a. 

„Eine Grösse fortschreitend fubtrahiren und addiren ändert 
nicbts.^^ 

Man nennt a den Minuend, b den Subtrahend des Unter- 
schiedes a — b; b von a fubtrdbire», helsst den Unters chied 
a — b bilden. 
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89. a + b — b = a. 

„Eine Grösse fortschreitend addiren und fubtrahiren än- 
dert nichts." 

Beweis (durch Gleichungen). Um dies zu beweiren, 
geht man auf den umgekehrten Satz (28) zurück, indem 
man zu a -f b fortschreitend b fubtrahirt und addirt. ' Dann 
erhfilt man die Gleichung 

a + b — b + b = a + b (nach 28), 

Man kann die beiden Stücke einer Summe vertauschen. 
Dies angewandt auf beide Seiten obiger Gleichung giebt: 
b + (a + b — b) = b + a (nach23). 

Zwei Grössen a -f b — b und a, welche zu derfelben 
Grösse b addirt, gleiche Summen liefern, find einander gleich, 
alfo: a + b — b = a (nach 27). 

80. a + (b — c) = a + b — c. 

„Statt von dem zweiten Summanden eine Grösse zu fub- 
trahiren, kann man fie von der Summe fubtrahiren" oder: 
„Statt von einer Summe eine Grösse zu fubtrahiren, kann 
man fie von dem zweiten Summanden fubtrahiren." 

Beweis, a + (b — c) = a + (b — c) + c — c(nach 29). 
= a + (b — + c) — c(n. 22 b). 
— a + b — c (nach 28). 

31. a — (b + c) = a — b — c. 

„Statt eine Summe zu fubtrahiren, kann man die Sum- 
manden fortschreitend fubtrahiren" oder 

„Statt zwei Grössen fortschreitend zu fubtrahiren, kann 
man ihre Summe fubtrahiren." 
Beweis (rückschreitend) : 

a — b — o=a — b — c + (b+c) — (b + c) (nach 29). 
= a — b — c + (c+b) — (b + c) (nach 23). 
= a — b — c + c + b — (b + c) (nach 22). 
= a — b+b — (b + c) (nach28). 

= a — (b + c) (nach 28). 

Anm. Rückschreitend heisst der Beweis, wenn man die rechte 
Seite der zu erweifenden Gleichung nach nnd nach in die linke um- 
wandelt. 

88. a — (b — c) = a — b + iB. 

„Statt einen Untersthied zu fubtrahiren, kann man fort- 
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schreitend seinen Minuend Aibtrahiren und Temen Subtrahend 
addiren^^ oder ,,Statt fortschreitend eine Grösse zu fubtrahiren 
und eine zweite zu addiren, kann man den Unterschied der 
ersten und zweiten fubtrahiren/^ 

Be weJs« a — (b — c) = a — (b — c) — c -f c (nach 28). 
= a — (b — c + c) + c(n. 31b). 
= a — b + c (nach 28). 

33. a — b— c = a — c — b. 

„Die Ordnung^ in welcher man fortschreitend fubtrahirt, 
ist gleichgültig für das Refultat/^ 

Beweis, a — b — c==a — (b + c) (nach 31b). 
= a — (c + b) (nach 23). 
= a — c — b (nach 31). 
84. a + b — c = a — c + b. 

,,Die Ordnung, in welcher man fortschreitend eine Grösse 
addirt und eine andere fubtrahirt, ist gleichgültig für das Re- 
fultat." 

Beweis. a + b-c=:a + b--c — b-f-b (nach 28). 
= a + b — b — c + b (nach 33). 
= a — c + b (nach 29). 

Si&, a — = a. 
,,Null fubtrahiren ändert nichts.^^ 
Beweis, a — = a — + (nach 25). 
= a (na€h 28). 

36. a — a = 0. 

„Der Unterschied zweier gleicher Grössen, ist nuU.^' 
Beweis, a — a = + (a — a) (nach 25). 
= + a — a (nach 30). 
= (nach 29). 

37. 38. Bezeichnung. Statt — a kann man — a schreiben 
und statt a kann man auch -f a schreiben. Man nennt -f a 
und — a bezeichnete Grössen und zwar +»u*'d-|-b und 
ebenfo — a und -- b gleichbezeichnete Grössen, 4- a und 
— b ungleichbezeichnete. 
(37). 0~^a = --a. 
(38). +a = a. 
39. a + (~b) = Ä — b. 
,,Statt plus minus kann man minus fetsen.'^ 
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Beweis, a + — b = a 4-(0 — b) (nach37). 
==a + — b (nachSO). 
= a — b (nach 25). 

40. a b = * + b, und b = b. 

„Statt minus minus kann man plus fetzen/' 
Beweis. 1) a — — b = a — (0 — b) (nach 37). 

= a— + b (nach 32). 

= a + b (nach 35). 

2) b = b (nach 37). • 

= + b (nach Bew. 1). 

t= b (nach 25). 

41. — a + — b = — a^b = -(a + b). 

„Zwei mit minus bezeichnete Grössen addirt man, (oder 
fügt man zufammen), indem man die zeichenlofen Grössen 
addirt und der Summe das minus-Zeichen vorfetzt.^^ 

Beweis. — -aH b = — a — b (nach 39), 

= — a — b (nach 37). 
= 0-(a + b) (nach 31b). 
= — (a + b) (nach 37). 

42. „Zwei ungleichbezeichnete Grössen addirt man, in- 
dem man die zeichenlofen Grössen von einander fubtrahirt und 
dem Reste dasjenige Zeichen vorfetzt, was die zum Minuend 
gemachte Grösse hatte/' d. h. 

aH b = a — b. 

= — b + a = — (b — a). 
Beweis. a + — b = a-~b (nach 39). 

a H b =,— b + a (nach 23). 

= — b + a (nach 34). 
= — (b — a) (nach 32b). 
= — (b - a) (nach 37). 
^43. Er kl. Ein Ausdruck, in welchem die Grössen fort- 
schreitend durch plus oder minus verknüpft find, heisst ein 
Polynom (Binom u. f. w.), jene einzelnen Grössen mit ihren 
Vorzeichen die Glieder (vöfioL) des Polynoms. Dem ersten 
Gliede kann man, wenn es kein Vorzeichen hat, das -f Zeichen 
vorfetzen. So z. B. ist a -f (b + c) — d ein Polynom aus 
drei Gliedern, -und zwar ist a (oder + a) fein erstes, + (b + c) 
fein zweites, — d fein drittes Glied. 
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*44^— 46. In einem Polynom kann man beliebige zwei 
auf einander folgende Glieder vertauschen, d. h. 

(44) ... + a + b-==-H-b + a-. 

(45) .•. + a-'b • = • •^- b +a-.. 
(46) a — b--- = b — a-, 

wo die Punkte bedeuten feilen, dass beliebig viele Glieder vor- 
hergehen und folgen kdnnen. (Wenn kein Glied vorhergeht, 
fo kann man nach 25 und 37 als vorhergehendes Glied null 
fetzen). 

Beweis. • • • + a + b« • • = • • • + b -f- ä- • • (nach 24)* 

••• + a — b-= b + a... (nach 34). 

a — b- • ;• = b — a- • • (nach 33). 

^4t7. „Die Ordnung der Glieder eines Tolynoms ändert 
feinen Werth nicht." 

Beweis. Da man (nach 44—46) jedes Glied des Poly- 
noms mit dem nächst vorhergehenden oder nächstfolgenden 
Gliede desfelben vertauschen kann, fo kann man jedes Glied 
des Polynoms, indem man es wiederholt mit dem nächstfol- 
genden Gliede vertauscht, auf jede folgende Stelle, und indem 
man es wiederholt mit dem nächst vorhergehenden Gliede ver- 
tauscht, auf jede vorhergehende, alfo auf jede Stelle bringen, 
alfo die Glieder in jede Ordnung verfetzen, ohne den Werth 
des Polynoms zu ändern. 

^48. „Statt ein Polynom zu addiren, kann man die Glieder 
desfelben fortschreitend hinzufügen,'' oder „statt die Glieder 
eines Polynoms fortschreitend hinzuzufügen, kann man das 
Polynom addiren," d. h. 

... + (P)=...P, 
wo (P) ein Polynom und P die fortschreitend hinzugefügten 
Glieder desfelben bedeutet, wobei man jedoch dem ersten Gliede, 
wenn es kein Vorzeichen hat, (nach 38) das plus -Zeichen 
vorfetzt. 

Beweis. 1) Es fei (P) ein Binom, fo ist 

a + (b4-c) = a + b-fc (nach 22). 

a + (b--c) = a + b-c (nach 30). 

Ferner ist 

a + (— b + c) = a + - b + c (ngch 22). 
= a - b + c (nach 39). 
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^ + (--J) -c) = a + — fc- c (nach 30). 
= a — • b — c (nach 39). 
Geht der plus-Klammer keine Grösse vorher, fo kann man 
(nach 25) null als erstes Glied hinzufügen, d. h. in den obigen 
Formeln a = Tetzen; und kann dann in den Schlussformeln 
wieder (nach 25 und 37) die null weglassen. 

B*eweis 2. Ist (P) ein Polynom aus mehr als 2 Gliedern, 
fo stelle man alle nach No. 5 ausgelassenen Klammern des 
Polynoms wieder her; diefe beginnen nach No. 5 alle mit dem 
ersten Gliede des Polynoms, alfo in unferm Falle unmittelbar 
nach dem vorstehenden ^Zeichen, und jede umschliesst nur 
2 Grössen. Folglich kann man nach Bew. 1 zuerst die äussere 
Klammer, da fie nur 2 Grössen umschliesst und eine plus- 
Klammer ist, weglassen; aus gleichem Grunde kann man als- 
dann die Klammer weglassen, welche jetzt äussere Klammer 
geworden ist und mit der ersten Grösse des Polynoms beginnt, 
und fo fort, bis alle diefe Klammern verschwunden find. 

Beispiel des Beweifes für 4 Glieder : 
• .. +{b+c + d+e) = ... + ([cb+c)+d]+e) (pach5). 

.= ... + [(b + c) + d]+e (nach Bew. 1). 

= (-(b + c)-|*-d + e (nach 5). 

= ••• + b-(-c + d + e (nach 5). 
^49. „Statt ein Polynom zu fubtrahiren, kann man die 
Zeichen aller Glieder desfelben umkehren, und die fo erhal- 
tenen Glieder fortschreitend hinzufügen^ oder 

«Statt die Glieder eines Polynoms fortschreitend hinzu- 
zufügen, kann man die Zeichen derfelben umkehren und das 
fo erhaltene Polynom fubtrahiren,* d. h. 

(P)=...P, 

wo (P) ein Polynom und P' die fortschreitende Reihe der 
Glieder bedeutet, welche aus dem Polynom (P) dadurch her- 
vorgeht, dass man die Zeichen aller Glieder desfelben umkehrt. 
Beweis 1. Es fei (P) ein Binom, fo ist 

a — (b-f c) = a — b — (nach 31). 

a— (b~-c) = a— b + c (nach 32). 

Ferner 

a— (— b + c) = a b — c (nach 31). 

= a -f- b — c (nach 40). 
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a— (— b — o) = a b + o (nach 32). 

= a + b+o (nach 40). 
Geht der minus-Klammer keine Grösse vorher, fo kann 
man (nach 37) zuerst als erstes Glied hinzufügen, und zuletzt 
wieder (nach 25 und 37) weglassen. 

Beweis 2. Es Tei (P) ein Polynom aus mehr als 2 Glie- 
dern, fo verfahre man wie bei Bew. 2 des vorigen Satzes; 
alsdann kehrt fich bei der Auflöfung derjenigen Klammer, 
welche jedesmal die äussere ist, zuerst das Vorzeichen des 
letzten Gliedes des Polynoms um (naciit Bew. 1), dann das des 
vorletzten u. f. w. bis zum zweiten Gliede des Polynoms. 
Beispiel des Beweifes für 4 Glieder: 
a— (b— c+d~e) = a-([(b-c)+d] e) (nach 5). 

= a — [(b — c] +d] + e (nach Bew. 1). 
= a - (b — c).~ d +e (nach 31). 
= a— c + b — d + e (nach 32). 
^50. Alle Verknüpfungs-Sätze, welche für die Einheit e 
gelten, gelten auch noch, wenn man statt der Einheit e eine 
beliebige Grösse der Grundreihe fetzt. 

Beweis. Die Verknüpfungs- Sätze., in ^welchen e vor- 
kommt, find in No. 10, 11, 13, 14, 15, 17,' 20 und 21 ent- 
halten. Nun ist 

B,-i a = a— a (nach 39). 

= (nach 36). 

d. h. die Formel 10 gilt auch, wenn man a statt e fetzt; 
ferner O-i — a=0— a (nach 39). 
= — a (nach 37). 
(1. h. auch Formel 11 gilt in diefer Erweiterung. 

Ferner findet fich die Erweiterung von No. 13 in No. 19, 
die von No. 14 in No. 28, die von No. 15 und 17 in No. 22 
und die von No. 20 und 21 in No. 23. 

*81. Wenn man aus einer von null verschiedenen Grösse 
E der Grundreihe eine Reihe von Grössen auf diefelbe Weife 
ableitet, wie aus e die Grundreihe abgeleitet war, fo ist auch 
in der fo erhaltenen Reihe jedes Glied von allen übrigen ver- 
schieden. 

Beweis. Es fei A ein auf B folgendes Glied der aus E 
erzeugten Reihe, fo heisst das (nach 8), es geht B aus A durch 



fortschreitende Addition von Grössen E hervor. Da nun B 
ungleich ist, (o ist es (nach 12) entweder gleich -f e oder 
gleich — « oder eine Summe von poHtiven Einheiten oder eine 
Summe von negativen Einheiten. Statt nun eine Summe von 
2 oder mehr Grössen zu addircn, kann man (nach 48) diefe 
Grossen fortschreitend addiren, alfo geht B aus A entweder 
dadurch hervor, dass man fortschreitend^ pofitive oder fort- 
schreitend negative Einheiten hinzuaddirt hat, d. h. (nach 8, 9) 
B ist entweder* eine auf A folgende Grösse der Grundreihe, 
oder eine vor A vorhergehende Grösse derfelben, folglich- 
(nach 7) von A verschieden; 

Anmerkung. Entwickelt man alfo aas einer beliebigen von 
Null verfchiedenen Grösse E, welche der Grundreibe angehört, eine 
Grössenreihe R nach dem Verfahren in i^^o. 7, fo kann man die Grösse 
E als Einheit und die Grc^ssenreilie R als Grundreihe fetzen, und gel- 
ten dann für diefe neue Einheit und diefe neue Grundreihe alle bisher 
aufgestellten Sätze. 

§. 4» Multiplikation. 

52. E r k 1. Unter a . 1 (gelefen a mal eins oder a mul- 
tiplicirt mit eins) versteht man die Grösse a felbst, d. h. 

(52). a.l=a. 
„Mit eins multipliciren ändert nichts^. 

93. E r k 1. Eine Grundreihe, deren Einheit gleich eins 
ist, heisst Zahlreihe, die Glieder derfelben Zahlen, die Zahl 
i + 1 wird mit 2 bezeichnet, die Zahl 2 + 1 mit 3 u. f. w. 
(52). 1 + 1=2. 
2 + 1=3. 
u. s. w. 
An merk. Da die Zahlreihe eine Grundreihe ist, und die Ge- 
fetze der Addition und Subtraktion filr jede Grundreihe gelten , fo 
gelten fie auch für die Zahlen. 

54. E r k 1. Die der folgenden Zahlen der Zahlreibe 
heissen pofitive Zahlen, die der vorhergehenden negative. 
Wenn a eine pofitive Zahl ist, fo heissen die Zahlen a und 
— a einander entgegengeretzt, und heisst a der pofitive Werth 
von — a. 

59. Die Zahlreihe ist 

••••l~3|-2l-.l|01l|2|3|..*. 
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und jede negative Zahl derrelben ist einer pofitiven entgegen- 
gefetzt. 

Beweis. Es Tel a irgend eine Zahl der Zahlreihe, fo 
ist die nächstfolgende Zahl derselben (nach 8J gleich a + i, 
da die Einheit der Zahlreihe gleich 1 ist; airo ist die auf 1 
folgende Zahl 1 + 4, d. h. 2 (nach 53), die auf 2 folgende 
2 + 1, d. h. 3 (nach 53) u. f. w. Die der 1 nächst vorher- 
gehende Zahl ist (nach 10), die der nächst vorhergehende 
— 1 (nach 11), alfo der 1 entgegengesetzt. 'Ist nun irgend 
eine negative Zahl einer pofitiven (a) entgegengefetzt, fo gilt 
dies auch fär die nächst vorhergehende negative Zahl; denn 

die der Zahl — a vorhergehende ist (nach 9) — aH 1 = — 

(a + 1) (nach 41), d. h. gleichfalls einer positiven entgegen- 
gesetzt. Wenn alfo iirgend eine negative Zahl einer pohtiven 
entgegengefetzt ist, fo ist auch die nächstvorhergehende, alfo 
auch jede vorhergehende einer positiven entgegengefetzt. Nun 
ist — t einer pofitiven Zahl entgegengefetz^t, asfo gilt das- 
felbe auch für alle vorhergehenden, alfo für alle negativen 
Zahlen. Da ferner die der Zahl — a vorhergehende Zahl 
= — (a + 1 ) ist, wie bewiefen, fo ist die der Zahl — 1 vor- 
hergehende = ■— (1 -f 1) = — - 2 (nach 53), und die der — 2 
vorhergehende =— (2 + 1) = — 3 (nach 53) u. f. w. 

56 — 58. Er kl. Die Multiplikation mit den übri- 
gen Zahlen (ausser 1), wird durch folgende Formeln bestimmt: 

(56). a.(^ + l) = ai? + a, 
wo ß eine pofitive Zahl ist. 

(57). a-0 = 0. 
(58). a(-/?)= .(ai9), 
wo ß eine pofitive Zahl ist. Man nennt aj? (gelefcn a mal 
ß, oder a multiplicirt- mit ß) ein Produkt, a feinen Multi- 
plikand, ß feinen Multiplikator, beide zufammen Fakto- 
ren des Produktes. Auch kann man statt a/? schreiben aß; 
dies ist jedoch dann nicht gestattet, wenn beide Faktoren in 
Ziffern geschrieben find (alfo nicht 2 3 statt 2-3). 

Die Formeln in Worten: 

(56). „Statt zu einem pofitiven Multiplikator eine Eins 
zu addiren, kann man zu dem Produkte den Multiplikand 
addifen.^ 
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, (57). „Jede Zahl giebl mit Null multiplieirl Nulli** 
(58). „Statt mit einer neg'ativen Zahl zu muUipiieiren, 
kann man mit ihrem pontWen Werthe multipliciren und dem 
Produkte das Minus-Zeichen vorfetzen. 

99. Bezeichn. Bei der Multiplikation Iftsst man die 
Klammern fort, wenn die erste 'Grösse mit den folgenden Ibrt-' 
schreitend multiplioirt werden foll. Ferner wenn ein Proddkl 
Glied eines Polynoms ist, fo lässt man die Klammer, welehd 
das Produkt umfchliesst, aus; z. B. bedeutet abc, dass a mit 
b und das Produkt mit c multiplicirt werden foU, alfo gleich 
(ab)c. Ferner bedeutet ab — cd, dass a mit b und c mit d 
multiplicirt und das Produlit cd von dem Produkt ab fublrahirt 
werden foll, alfo gleich (ab) — (cd). 

An merk. In 58 konnte man alfo statt — (aj^) auch fchreiben 

60. Das Produkt siß ist eine Grösse, welche derfelben 
Grundreihe angehört, wie der Multiplikand a. 

Beweis 1 (induktorisch in Bezug auf b). Angenommen, 
der Satz gelte für irgend eine pofltive Zahl ß, d. h. es gehöre 
a/? derfelben Grundreihe an wie a, fo ist 

a.(^ + 1) = ai? + a (nach 55) 
alfo eine Summe zweier Grössen, die derfelben Grundreihe 
jingehören, alfo gehört auch die Summe derfelben Grundreihe 
an (nach 15). Wenn alfo der Satz für irgend eine podtive 
Zahl ß gilt, fo gilt er auch. für die nächstfolgende, alfo für alle 
folgenden. Nun gilt er für ß = i denn 
a*l =a (nach 52). 
Folglich gilt er für 1 und alle folgenden Zahlen der Zahlreihe, 
d. h. für alle positive Zahlen. 

2. Der Satz gilt für /S = 0, denn 

a-0 = (nach 57). 

3. Der Satz gilt für jede negative Zahl, denn wenn y 
ihr pofitiver Werth also /S = — y igt, fo ist 

a • jS = a • (— y) = — (ay) (nach 58). 
Da nun (nach Beweis 1) ay der Grundreihe von a ange- 
hört', fo gehört auch — (ay), d. h. — ay ihr an (nach 28), 
alfo auch a/?. 

Anmerk. Dasfelbe gilt, wenn eine Grösse a mit mehreren 
Grössen fortschreitend multiplicirt wird. 

2* 
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61. Zusatz. Für Produkte gelten daher alle Gesetze 
der Addition und Subtraktion. 

03. Es ist allgemein (auch wdnn ß negativ oder null ist) 
,aOJ + = a^ + a. ' 

„Statt zum Multiplikator eine 1 zu addiren^ kann man zum 
Produkte den Multiplikand addiren^ oder „statt zu einem Pro- 
dikte den Multiplikand zu, addiren^ kann man zum Multipli- 
kator eine 1 addiren.^ 

Beweis 1. Wenn ß eine pofitive Zahl ist, To gilt der 
Satz (nach 56). 

2. Wenn /? =0 ist, fo ist , 

a-(0 + l) = a.l (nach 25). 

= a (nach 52). 

= + a (nach 25). 

. =aO + a(uach 57). 

3. Wenn jS = — 1 ist, fo erhfiU man 

a(- 1 + l) = a(0 -1 + 1) (nach 37). 
= a-0 (nach 28). 

= (nach 57). 

= - a' +■ a (nach 28). 
== — a + a (nach 37). 

= — (a-l) + a (nach 52). 
= a(- l) + a (nach 58). 

4. Wenn ß eine Zahl ist, die der — 1 in der Zablreibe 
vorangeht, fo ist auch die auf ß zunächst folgende Zahl noch 
negativ; der pofitive Werlh diefer letzteren .fei /, fie fclbst 
alfo — Yj ^^ 1^^ ß d^^ ^^^ vorhergehende Zahl, alfo 

* ß = — Y + -^i (nach 9). 
Also 

a(^ + l) = a(" y + - 1 + 1) (nach *>. 
= a(— y) (nach 14). 
= ^— ay (nach 58). 

= — ay - a + a (nach 28). 
= - (ay-+ a) + a (nach 41). 
= — [a (y + 1)] + a (nach 62 b,). 
= a [- (y + 1)] + a (nach 58). 
= a[— y + — l] + a (nach 41). 
= a/? + a (nach * ). 
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63. a(/? — l) = ai?- a. ' 

^Statt vom Multiplikator eine Eins zu fubtrahiren, kann 
man vom Produkte den Multiplikand fubtrahiren," oder. 

^Statt von einem Produkte den Multiplikand zu fubtra- 
hiren, kann man vom Multiplikator eine Eins subtrahiren.*' 

Beweis. a(/? - l)==a(?~ 1) + a — a (nach 29). 
= a(iJ->i +J)~-a (nach 62b). 
= a/? — a (nach 28). 

69: E r k 1. Wenn a eine Grösse dar aus e ^ 1 erzeug- 
ten Grundreihe und a = ea ist, fo nennt man a eine benannte 
Grösse, e ihre Einheit, a ihren Zahlwerth. 

63. Jede Grösse a einer Grundreihe lässt fleh als Produkt 
der Einheit e diefcr Grundreihe und einer Zahl, alfo in der Form 
ea dars^tellen; und zwar ist a pofitiv negativ, oder 0, je nach- 
dem a in der Grundreihe demGliede folgt, vorangeht, oder 
felbst null ist. 

Beweis (indukt.). 1. Wenn a = ist, foJsl 
a = 0=eO (nach 57), 
alfo Produkt der Einheit e und der Zahl Null. 

2. Angenommen der Satz gelte für a=sO, oder irgend 
eine auf folgende Grösse a, fo dass a = ea und a ituU oder 
pofitiv ist,- fo ist 

a + e = ea + e = 8 (a -f 1) (nach 62b.), 
d. h. der Satz gilt auch für das nä<^hstfolgende Glied, alfo, Aä 
er für a = gilt (Theil i), auch für jedes auf folgende Gtiecl. 

3. Angenommen der Satz gelte für a = oder irgend eine 
der Null vorhergehende Grösse a, fo dass a = ea und a null odea* 
negativ ist, fo ist 

ä — e = ea-re=e(a — 1) (nach 63b.), 
d. h. der Satz gilt auch für das nächst vorhergehende Glied, 
alfo da er für a=:0 gilt (Theil 1), auch für jedes der Null 
vorhergehende Glied der Grundreihe. 

6«. a(/J + y) = ai9+ay. 

, Mit einer Summe multiplicirt man, indem man mit deft 
Summanden einzeln multiplicirt und die Produkte addii*!,^ oder 

„Produkte von gleichem Multiplikand addirt man, indem 
maH die Multiplikatoren addirt und den Multiplikand unver- 
ändert lässt. ^ 
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Beweis (induktoYisch in Bezug auf)'). 

1. Angenommen die Formel (58) gelte für irgend eine 
Zahl x> fo ist 

a[/J + (y+l)] = ari» + y + l] (nach 22). 

== a (jS + y) + a (nach 62). 

== a/J -f ay ^- a (nach Annahme). 

= a/J + (ay + a) (nach 22 b.). 

= a/J + a (y + 1) (nach 62 b.). 
d, h. wenn die Formel für irgend einen Zahlwerth y gilt, To 
gilt He auch für den nftchstfolgenden, alfo für alle folgenden. 

2. Unter derfelben Annahme, ist 

a [/? + (y - 1)] = Ä- [/? + y - i] (nach 30). 

= a(^ + y)- a (nach 63). 

= a/J + ay - a (nach Annahme). 

= a/J + (ay -r a) (nach 30b.), 

= a/J -(;- a (y - 1) (nach 63 b.). 
d. h. die Formel gilt dann auch für den näcbstvorhergehen- 
den, alfo für alle vorhergehenden Werthe. 

3. Nun gilt aber die Formel (58) für y = 1, denn 

a(/J + l) = a/? + a (nach 62), 
alfo giir de nun auch allgemein. 

67. a 0? - y) = a/J — ay. 

„Mit einer Differenz multiplicirt man, indem man mit den 
Gliedern einzeln multiplicirt und die Produkte entsprechend 
fubtrahirt^, öder 

„Produkte von gleichem Multiplikand fubtrahirt man, indem 
man die Multiplikatoren entsprechend fubtrahirt und den Mul* 
tiplikand unverändert lässt.^ 

B e w. (fonschr.) a(/J — y)=ä(j» - y) + ay - ay (nach 29). - 

=a(/J— y + y)-ay (nach66b.). 
=a/? — ay (nach 28). 

68. (a + b)y = ay + by. 

„Statt eine Sumnue mit einer Zahl zu multipliciren, kann 
man die Summanden mit diefer Zahl multipliciren und die Pro- 
ducte addiren,* oder 

«Produkte von gleichem Multiplikator addirt man, indem 
man die Multiplikanden addirt und den Multiplikator unver- 
ändert lässt.*" 
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Beweis (induktorisch in Bezug auf /). Angfenommen, 
der Salz gelte für irgend einen Zahlwcrth y, fo ist 

(ft + b)(y + l) = Ca + b)y + (a-f b) (nach 62). 

= a/ + by + (a + b) (nach Annahme). 
= ay + by + a + b (nach 22). - 
= ay + a -H by + b (nach 24). 

= ay + a + (by + b) (nach 22 b.). 
= a(y+ i)+b (y + 1) (nach 62b.). 
. - Airo gilt der Satz dann auch für alle auCy folgenden Werthe. 
Onter derfelben Annahme ist 
(a + b) (y - 1) = (a + b) y — (a + b) (nach 63). 

= ay + by — (a -f» b) (nach Annahme). 
= ay + by — a — b (nach 31). 

= ay — a + by — b ^ (nach 3,4). 
= ay — a + (by — b) (nach 30 b.). 
' = a (y — 1) + b (y — 1) (nach 63b.). 
d. h. der Satz gilt dann auch für alle dejn y vorhergehenden 
Werthe. " ^ 

Nun gilt er aber für y == 1 ; denn 

(a + b)l=a + b (nach 46). 

= a.4 +b-l (nach 46). 
Mithin gilt der Satz fllr. y =: 1, alfo nach dem ersteii 
Theile des Bew. auch für alle folgenden und nach dem zwei- 
ten für alle vorhergehenden Werthe, alfo allgemein. 
69. (a — b)y=ay — by. 

„Statt eine Differenz mit einer Zahl zu multipliciren, kann 
man die Glieder mit diefer Zahl multipliciren und die Produkte 
entsprechend fubtrahiren," oder 

«Produkte von gleichem Multiplikator fubtrahirt man, in- 
dem man die Multiplikanden entsprechend fubtrahirt und den 
Multiplikator unverändert lässt.^ 
Beweis (fortscbr.). 

(a — b) y = (a — b) y + by — by (nach 29). 
= (a — b + b) y — by (nach 68b). 
= ay — by (nach 28). 

10. a(^y) = a^y. 

„Statt mit einem Produkt zu multipliciren, kann man mit 
feinen Faktoren fortschreitend^ multipliciren,^ oder 
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„Statt n^it zwei Zahlen fortschreitend zu multiplicirßn, 
kann man mit ihrem Produkte multipliciren.^ 
Beweis (indukt. in Bezug auf 7). 
Ersten^s. Angenommen, die Formel gelte für irgend 
einen Zahlwerth /, fo ist 

, a [^ (y + 1)] = a [ßy + ß] (nach 62). 
= a ißy) + 2i,ß (nach 66). 
== ajSy + 9kß (nach Annahme). 
==a/?(y + 1) (nach 62b.). 
Zweitens. Unter derfelben Annahme ist 

a [^ (y - 1)] = a [i^y - ^J (nach 63). 

, = a {ßy) — aj^ (nach 67). . 
= a/?y — 9,ß (nach Annahme). 
= aiJ(y— 1) (nach 63b.). 
Drittens. a(i3i)==ai3 (nach 52). 

= aj? 1 (nach 52). 
Alfo gilt Formel 70 für y = 1, alfo nach dem ersten Theile 
auch für alle folgenden, nach dem zweiten für alle vorherge- 
henden Werthe, alfo allgemein. 

71. Wenn a eine Zahl ist, fo ist 

»Ein Produkt, dessen Multiplikand =4 ist, ist gleich dem 
Multiplikator.^ 

Beweis (indukt.). Angenommen, die Formel 71 gelte 
für irgend einen Zahlwerth a, fo ist 

l.(a + l) = l.a-f.l (nach 62). 

= a +■ 1 (nach Annahme). 
1 .(a — 1) = 1 a — 1 (nach 63). 

=:: a — 1 (nach Annahme), 
d. h. wenn die Formel 71 für irgend einen Werth gilt, fo gilt 
Tie auch für den nächstfolgenden und nächstvorbergehenden, 
alfo auch für alle folgenden und vorhergehenden. Nun gilt 
fie aber für a == 1 ; denn 

1.1 = 1 ([nach 52). 
alfo gilt fie allgemein. 

72. Wenn a und ß Zahlen Find, fo ist 

aß = ßa. 
„Faktoren eines Produkts kann man vertauschen, (wenn 
fie Zahlen find}.« 
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Beweis (induki.). Die Formel 72 gelte für irgend einen 
Zahlwerlh ß, fo ist 

a*(ß + i)—aß + a (nacli 62). 

= /Ja + « (nach Annahme). 
= ßa + i'a (nach 71). 
= (^ + <)« (nach 68). 
a()»->l) =aß — a (nach 63). 

t= /Ja — a (nach Annahme). 
= ^a— l«a (nach 71). 
= (/? — !) a (nach 69). 
Nun gilt die Formel 72 für j9 = 1 ; denn 
a-l=a (52). 
= l.a(71). 
Folglich u. f. w« 
13. a/Jy = ay/J. 

„Die Ordnung, in welcher man mit 3 Zahlen fortschrei- 
tend multiplioirt, ist gleichgültig für das Refultat. 
Beweis. aiJy = a(/Jy) (nach 70b.) 
= a(y/?) (nach 72). 
= ay/? (nach 70). 

74. 0-a = aO = 0. 

„Ein Produkt, in welchem einer der beiden Faktoren null 
ist, ist gleichfalls null.^ 

Beweis. Oa = a'0 (nach 72). 
^ . =0 (nach 57). 

75. (-a).^=a-(-/?) = -li/5. 

„Statt das Minuszeichen vor einen Faktor zu fetzen, kann 
man es vor das Produkt fetzen.^ 

Beweis. (- a)-/» = (0 — a)/? (nach 37). 

= 0ß — 2i,'ß (nach 69). ' 

= — a/? (nach 74). 

= — ai? (nach 37). 

Ferner a-(— /9)= — a/9 (nach 58). 

76. (-a)'(-/?) = a/?. 

„Statt zwei mit minus bezeichnete Grössen zu multipli- 
ciren, kann man die zeichenlofen Grössen multipliciren. 
Beweis. (— a) (— /J) = — [a (— /?)] (nach 75). 
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= ta^] (nach 75). 

= ab (nach 40). 

^*n. Eine Summe von beliebig vielen Stücken tnultif^lU 
cir| man mit einer Zahl, indem man fämmtliche Summanden 
mit dierer Zahl multiplicirt und die Produkte addirt. 

(ai + a2 +• • 'f^n)ß = ^i ß + ^ß +"^nß. 

Beweis (indukt. in Bezug auf n). Angenommen der Satz 
gelte für irgend eine Anzahl n, fo beweife ich, er gelte auch 
für n + 1 Stücke. Es ist (nach 68). \ 

(ai+aa+---a„ + an+i)/* = (ai + a^ + • -aj /? +a^+i/? 

^i^i ß +fhß + ' "^nß + ^n+lß 
(nach Annahme), 
d. h. wenn d^r Satz für irgend eine Anzahl von Stücken gilt, 
fo gilt er auch für die nächst grössere Anzahl, alfo da er für 2 
Stücke gilt, auch für jede grössere Anzahl von Stücken. 

^78. Eine Grösse a multiplicirt man mit einer Summe, 
i^dem man a mit jedem Stücke der Summe multiplicirt und 
die Produkte addirt. d. h. 

a (j^i + ß2 + • • 'ßn) = ^ßi +^ß2+' '^ßn* 

Beweis wie in 76. 

^79. Eine Summe von beliebig vielen Stücken multi« 
plicirt man mit einer andern folchen Summe, indem man jedes 
Stück der einen Summe mit jedem Stücke der andern multi- 
plicirt und die Produkte addirt. 
(ai + aa +• • •an)(i?i + /?2 +• • 'ßm)=^tßi +fhßi + - ^a„^i 

, " + ^iß2+^ß2'h"'^nß2 

+ ai /?m + aa /?m -] ä» i?m 

Beweis. Es ist (nach 76). 

(ai +2L2+- • . -aj (ßt+ß2+" ßj = ^i (ft + i?2 +• • -M 

.. +^(ßl+ß2+'"ßra) 





'fhßn. 



+ ^ßl+^nß2+'"9,^ßu. 

(nach 77). 
^80. Ein Polynom P multiplicirt man mit einep Zahl a. 
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oder eine Zahl a miiUipIicirt man mit einem Polynom, indem 
man (ohne fönst etwas an dem Polynom zu ändern) die Zahl 
zu jedem Gliede des Polynoms als Faktor hinzuschreibt; oder 

Ein Polynom, dessen Glieder alle einen gleichen Faktor a 
enthalten, ist gleich einem Produkte, dessen einer Faktor a> und 
dessen anderer Faktor ein Polynom P ist, welches man aus dem 
gegebenen erhält, indem man in jedem Gliede des letzteren 
den Faktor a weglässt. 

Beweis. Das Polynom P kann man als Summe darstel- 
len, wenn man in jedem mit minus bezeichneten Gliede (nach 

39) -j statt — schreibt (alfo z. B. wenn — b ein folches 

Glied ist, dafür schreibt -| b). Die fo erhaltene Summe 

multiplicirt man mit a, indem man a zu jedem Summanden als 

Faktor hinzufttgt (nach 77, 78); alfo z. B. statt -| b fetzt 

+ (— b) a. Statt das Zeichen — vor den Faktor zu fetzen, 
kann man es (nach 75) vor das Produkt fetzen, und erhält fo ' 

statt des + (— b) a jetzt H ba, oder — ba; d. h. man 

hat auch den mit minus bezeichneten Gliedern des Polynoms 
P nur den Faktor a hinzugefügt. 

^81. Zwei Polynome multiplicirt man mit einander, in- 
dem man jedes Glied des ersten mit jedem Gliede des zweiten 
multiplicirt und jedem Produkte, was aus 2 gleichbezeichneten 
Gliedern entstanden ist^ das +2^6iehen, und jedem Produkte, 
was aus 2 ungleich bezeichneten Gliedern entstanden ist, das 
— zeichen vorsetzt und die fo erhaltenen Glieder zu einem 
Polynom zufammenfügt. 

Beweis. Man kann, wie in 77, jedes der beiden Poly- 
nome als Summe darstellen, indem man in jedem mit — be- 
zeichneten Gliede statt — schreibt -\ , und dann nach 76 

jedes Stück der ersten Summe mit jedem Stücke der zweiten 
multipliciren ; dann erhält man eine Summe von Produkten, 
deren Faktoren zum Theil noch ein —zeichen enthalten ; ent- 
hält liur ein Faktor das *- zeichen, d. h. sind die ursprüng- 
lichen Glieder, aus denen das Produkt hervorgeht, ungleich 
bezeichnet, z. B. ist das betrachtete Produkt (— a) b, fo kann 
man das —zeichen (nach 75) vor das Produkt fetzen, und 

kann dann endlich statt -] wieder — fetzen; alfo z. B. 

statt -f (— a)b fetzen H ab, d.h.- ab. Enthalten beide 
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Faktoren das - zeichen, z. B. wenn (— o) (— d) das betrach- 
tete Produkt ist, To kann man (nach 76) beide — zeichen weg-r 
lassen und erhält alfo z. ^; statt + (~ c) ( — d) das Glied 
+ cd, alfo dasPelbe, als wenn die urrprönglichen Glieder,, ßus 
denen das Produkt entstanden ist, das +zaichen gehabt hätten. 

^2. Die Ordnung der Faktoren eines Produktes von 
beliebig vielen Faktoren ist gleichgültig für das Refultat. 

Beweis wie in der Add. No. 47. 

^83. Die Klammern, welche beliebige Reihen von Fak- 
toren eines Produktes umscbliessen, kann man fortlassen. 

Beweis wie in No. 48. 

^8&. Statt ein Polynom mit — 1 zu multipliciren, kann 
man das Zeichen jedes Gliedes des Polynoms umkehren; oder: 

P.(-1) = P', 
wo P^ das Polynom bezeichnet, welches aus P hervorgeht, 
wenn man das Zeichen jedes Gliedes umkehrt. 

Beweis. P-(— i) = — PI (nach 75), 
= — P (nach 52). 
— ?' (nach 49). 

§. 5. Zahlvergleichung. . 

89. Erklärung. Eine Grösse a heisst grösser als 
eine andere b geschrieben ä >• b, wenn a — b pof itiv ist. In 
demrelben Falle iieisst b kleiner als a geschrieben b -< a. 
Man benennt Tolche Formeln, wie 

a>b 
a<:b 
a = b 
mit dem gemeinrchaftlichen Namen: Vergleichungen, und zwar 
a >- b eine fallende, a <: b eine steigende Vergleichung, und 
nennt von diefen beiden die eine die Umkehrung der andern. 
86. Zufatz. Jede pofitive Zahl ist grösser als Null, 
jede negative kleiner als Null. 

Beweis i. a fei pofltiv, fo ist 

a— = a (nach 35); 

aber a poFitiv (nach Annahme), alfo auch a - pofitiv, d. h. 

a>0 (nach 85). 
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2. a (ei negativ und ß die entfprecbende pofltive, d. h. 
a = -ß, 
fo ist y- 

— a=0 ßz=^0 + ß (nach 40), 

= ß (nach 25), 

da. nun ß poHtiv ist (nach Annahme), To ist alfo auch — a 
poritiv, d. h. 

a < (nach 85). 

81.' Er kl. Zwei Grössen (die von Null verfohieden 
find), heissen einander gleichartig, wenn entweder beide pe- 
fltiv, oder beide negativ sind, hingegen einander ungleichartige 
wenn die eine poßtiv, die andere negativ ist. 

88, Die Summe a + ß zweier pofitiver Zahlen ist wie- 
der eine pofitive Zahl. 

Beweis (induktorisch in Bezug auf /?). Angenommen 
o -f /^ fei e>i)e pofitive Zahl, (o ist (nach 54) aueh die ihr s»i*- 
n&chst folgende Zahl der Zahlreihe pofitiv, d. h. a -f /^ + 1 
pofitiv, aber a + ß yi =a + (ß + i) (nach 22b.), alfo auch 
^ + (ß -h ^) pofitiv. Wenn alfo der Satz für irgend eine 
pofitive Zahl ß fo gilt, fo gilt er auch für die nächstfolgend^, 
alfo auch für alle folgenden. Nun gilt er für - /? = 1 ; denn 
da a eine pofitive Zahl ist (nach Hypoth.), fo ist auch die auf 
a zunächst folgende Zahl der Zahlreihe pofitiv (nach 54), d. h. 
a -f- 1 pofitiv. Also gilt der Satz für ß = i, alfo auch, nach 
dem ersten Theile des Beweifes für alle folgenden, alfo fUr 
alle pofitiven Zahlen. 

80. Die Summe zweier negativer Zahlen ist wieder 6ine 
negative Zahl, und zwar erhält man den pofitiven Werth der 
Summe, indem man die pofitiven Werthe der Summanden 
addirt. 

Beweis. Es feien a und ß die pofitiven Werthe der 
Summanden,^ fo ist 

— a + (— iS) = — (a + j9) (nach 4f^. 

90. Die Summe mehrerer pofitiver Zahlen ist wieder 
pofitiv, und die Summe mehrerer negativer Zahlen ist wieder 
negativ. 

Beweis (indukt.). Wenn der Satz für n Zahlen gib, fo 
gilt er (naefa 88 und 89) auch für n + 1 Zahlen. Alfo da er 
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für 2 Zahlen gilt (nach 88 und 89), To gilt er auch fttr be- 
liebig viele. 

91. Wenn in einer Reihe von. Zahlen jede grösser ist 
als die nächst folgende,' fo ist auch die erste grösser als die 
letzte. • . 

Beweis (für 4 Zahlen). Es fei 

fo find (nach/85) a — ß^ß—y^y — d pofithr, alfo auch ihre 
Summe (nach 90), d. h. a — ß + ß —y r{^ y — d pofitiv. 
Diefe Summe ist aber (nach 28) gleich a — d. Alfo ist a—.<J 
pofitiv, d. h, (nach 85) a:> d. 

92. Dip Summe zweier ungleichartiger Zahlen ist dem- 
jenigen Summanden gleichartig, der den grösseren positiven 
Werth hat, und zwar findet man den pofitiven Werth diefer 
Summe, indem man den kleineren unter den pofitiven Wer- 
then der Summanden von dem grösseren fubtrahirt. 

Beweis. Es feien a und ß pofitiv und a grösser üsß, 
fo ist zuerst 

a + ^ßz=za — ß (nach 39). 
Da nun (nach Annahme) a grösser ist als ßy fo ist a— ß po- 
sitiv, alfo die Summe a -f- — ß auch pofitiv, alfo mit a 
gleichartig. 

Zweitens 

— a+ß = ~(a — ß) (nach 42). 
Da nun a— ^ pofitiv ist (wie bewiesen), fo ist — (a — ß^ 
negativ, alfo auch — a + ß negativ, alfo mit — a gleichartig. 
Alfo ist die Summe in beiden Fällen demjenigen Summanden 
gleichartig, der den grösseren positiven Werth hat. 

93. Das Produkt aß zweier pofitiver Zahlen a und ß^ 
ist wieder eine pofitive Zahl. 

Beweis (indukt. in Bezug auf ß). Angenommen, der 
Salz gelte für irgend einen pofitiven Werth ß, fo ist 
a-iß + l)=aiJ + a. , 

Nach Hypoth. ist a pqfitiv, nach der Annahme auch aß. 
Folglich find die Summanden aß und a pofitiv, alfo auch ihre 
Summe (nach 88). Wenn alfo der Satz für irgend eiiifen p(P- 
fitiven Werth ß gilt^ fo gilt er auch für die nächstfolgenden, 
alfo auch für alle folgenden. Nun gilt er für /? = 1, denn 
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a*1 =a (nach 52), alfo pontiv, da a nach Hyp.^ poOtiv ist 
Folglich gilt der Satz für ß= i^ alfo auch nach dem ersten 
Theile des Beweifes für alle folgenden Zahlen der Zahlreihe, 
alfo für alle pof. Zahlen. 

94. Das Produkt zweier gleichartiger Zahlen ist politiv, 
das 'Produkt zweier ungleichartiger Zahlen ist negativ, und der 
pontive Werth des Produktes ist jedesmal das Produkt aus den 
pontiven Werthen der Faktoren. 

Beweis, a und /? feien zwei pofitive Zahlen, fo, ist 

1) a-ß pofitiv . (nach 93). 

2) (— a) .(—/?)= a/? (nach 76). 

3) (— /?) a = a . (— ß) (nach 72) = a (0 — /3) (nach 37). 

= a.O--a-^(nach 67). 
= 0-~a/J (nach 57). 
=z^aß (nach 37). 

alfo negativ, da aß^ wie bewiefen, poOtiv ist. 

95. Wenn in öinem Produkte a/? der erste Faktor (a) 
nicht null ist, fo muss nothwendig der andere Faktor null fein. 

Hyp. aiS = 0, a ^ "' 
Thes. ß = 0. 

Beweis 1 (indirekt). Es fei a eine Zahl = a. Angenom- 
men ß fei ungleich null, fo muss ß entweder pofitiv oder ne- 
gativ fein; ferner a ist nach Hyp. ungleich null, muss alfo 
auch entweder pofitiv oder negativ fein. Es werden alfo Fak- 
toren a und ß entweder beide pofltiv, oder beide negativ, 
oder einer pofitiv, der andere negativ fein. In den beiden 
ersten Füllen ist das Produkt pontiv, in dem letzten isi es 
negativ (nach 94), alfo immer von Null verfchieden. Dies ist 
aber gegen die Hyp., nach welcher aj? = fein foll. Alfo ist 
die Annahme unmöglich; d. h. es ist unmöglich, dass ß Z ^ 
fei, alfo muss /? = fein. 

2. Es fei a eine benannte Grösse, e ihre Einheit, a ihr 
Zahl werth, d. h. 

(♦) a = ea. 

Nach (65) ist eine benannte Grösse dann und nur dann null, 
wenn ihr Zahl werth null ist. Nun ist (nach Hyp.) a^O, alfo 
auch ihr Zahlwerth a^O. Ferner ist (nach Hyp) 
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OB=a/9 = eix/9 (nach *). 
= e (aß\ (n«ch 70b.). 
Alfo (nach 65) _ ' 

aß=0. 
Da nuQ, wie bewiefen, a^O ist, und aß = Oy Ta muss nach 
Beweis 1 

^ = 
fein. 

96. Wenn zwei gleiche Produkte a/? und a/ einen glei- 
chen Faktor a haben, der nicht null ist, To muss auch der 
andere Faktor in beiden gleich fein. 
Hyp. ai9 = ay, a^O. 
Thes. ß = y. 
Beweis. Nach Hyp ist 

Aß = ay. 
Alfo 

a/? — ay = ay — ay = (nach 36). 
Somit ^ ' 

= a^ — ay = a (i? — y). (nach 67), 
.Alfo, da (nach Hyp.) a^O ist, 

jj — y = (nach 95). 

Alfo 

i^-y + y = o + y. - ^ 

Somit 

ß = y (nach 28 und 25). ' 

97i Wenn in einem Produkt ein Faktor wuchst und der 
andere pofltiv ist und unverändert bleibt, fo wfichst Mch das 
' Produkt. ' 

Hyp. y>iä,a>0. ' 
Thes. ay>aß. 
Beweis. Da y > j^, fo muss y — ß positiv sein (nach 
85). Dann ist ay — aß 

= a(y — /*) (nach 29). 

Da nun a und y — ß pofitiv find, fo ist auch ihr Produkt 
a(y -^ ß) pofltiv. (nach 93), alfo auch da^ihm gleiche ay — aß, 
d. h. (nach 85) 

ay >- aß. 
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98. Wenn ein Produkt zweier Faktoren wädist, der eine 
Faktor poHtiv ist und unverändert bleiLt^ fo muss der andere 
Faktor wachfert. 

Hyp: ay > ajS. " ' 

Thes. r^ ß* 
Beweis. Da aY>aß ist, fo ist ay — aß pofitiv, alfe 
a(Y—-ß) pofitiv ;, alfo die Faktoren gleichartig, alfo da a po- 
fitiv ist, auch Y -^ ß pofitiv, d. h. y > /?. • 

99. Wenn in einem Produkte mehrerer ppfitcver Fak- 
toren Kie Faktoren wachfen, fo wächst auch das Produkt. 

Hyp. a > a' > 0, /? >- i9' > 0, y :> y' > 0. 
Thes. aßY > a' ß' f. 
Beweis, aßy > aßy* (nach 97). 
aßf >aß'Y' (riach 97). 
ajj' y :> a' jS' y' (nach 97). 
Alfo auch (nach 9i) aßY>a'ß'Y\ 

§. 6. Zahlenlehre. 

Vorbemerkung. In diefcm §. follen nur pofitive Zahlen be- 
trachtet werden. , 

100. Erklär. Man fagt, eine Zahl a gehe in einer 
andern b auf, wenn es eine Zah z giebt, die mit a mullipli- 
cirt b giebt, fo dass alfo 

Jb = ax 
wirdj und zwar fagt man dann, a gehe in b x-mal auf. 

101. Gins geht in jeder Zahl auf, und jede Zahl geht 
in fich felbst auf. 

Beweis. Es fei a einq beliebige Zahl, fo ist 
a=la 
d. h. a geht in '1 auf (nämlich a-mal), und a \geht ^*n a auf 
(nämlich einmal). 

102. Eine Zahl a, die in eine andere b aufgeht, kann 
nicht grösser fein als b. 

Hyp. b = ax. 

Thes. a nicht >- b. 
Beweis (indirekt), x muss pofitiv fein, da das Produkt 
von X mit einer pofitiVen Zahl a eine pof. Zahl b liefert. An- 
genommen nun a^b, fo wäre 
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u >^ bz (nach 97). 
Ist nun ztterfit x^l, To häUe man (nach 52) 

ax>b, . 

was gegen die Hypotheris ist, alfo müsste 

Dann wilre 

bx > b (nach 98). 
Alfo da ax > bx, bx > b, fo wäre (nach 91) ax > b gegeir 
die Hypotbefls. Alfo ist die Annahme, dass a > b Tei, un- 
möglich. 

103. Wenn Towohl a in b, als b in a aufgeht, fo muss 
a = b fein. , 

Beweis. Da a in b aufgeht, fo kann a nicht grösser 
als b fein (nach 102), d. h. es kann nicht a—- b pontiv fein 
(85); da ferner b in a aufgeht, fo kann nicht b — a pofitiv 
fein, d. h. es kann a — b nicht negativ fein, alfo ist a — b 
weder pofitiv, noch negativ, d. h. null, alfo a gleich b. 

1041. Wenn a in b a-mal aufgeht, und b in c j?-mal, 
fo geht auch a in c auf, und zwar ajS-mal. . 

Beweis. Da a in b a-mal aufgeht, fo ist (nach 100) 
* b = aa . 
und da b in c /J-mal aufgeht, (b ist (nach 100) 
e = hß. 
Setzt man in diefe Gleichung den Werth von b (aus *) 
ein, fo erhält man 

c = aai? = 0,(ßiß) (nach 70 b). 
d. h. a geht in c auf und zwar a/9-mal. 

103. Wenn a in b a-mal aufgeht, fo geht ma in mb 
ebenfo oft auf und umgekehrt, wenn ma in mb a-mal aufgeht, 
fo geht a in b ebenso oft auf. 

Beweis 1. Es^gehe a in b a-mal auf, fo ist 
b_=aa (nach 100). 

alfo ^ ' - 

mb = m (aa) = maa (nach 70). 

d. h. (nach 100) ma geht in mb a-mal auf. . 
2. Es gehe ma in mb a-mal auf, fo ist 

mb = maa (nach 100). 

= m(aa) ^ (nach 7jÖh). 



"•) 35 

alfo ' 

t) =:^aa " (nach 96). 

d. h. a geht in b a-m^I auf. 

106. E r k 1. Eine Zahl, in welcher ausser 1 und der 
Zahl selbst keine ..andere Zahl aufgeht, heisst eine Primzahl. 

101. Aufg. Die Primzahlen von 1 bis 200 aufzu- 
Tuchen. 

108. Wenn in einer Zahl a die Zahlen von 2 bis b 
nicht aufgehen und b-b >a ist, fo ist a eine Primzahl. 

Beweis (indirekt). Angenommen a fei keine Primzahl, 
fo müssle in ihr eine von 1 und a verschiedene Zahl aufgeben. 
Es fei c eine folche Zahl, die in a aufgeht und von 1 und a 
verschieden ist, und zwar gehe fie d-mal in a auf, d. h. es 
fei a == cd. Hier muss d von eins verschieden fein, denn 
wäre d == 1 , fo wäre c = a gegen die Annahme. Alfo sind 
1Q und d beide von 1 verschieden. Nach der Hypothefis feilen 
aber alle Zahlen von 2 bis \r nicht in a aufgehen; alfo da • 
und 4 in a aufgehen, fo müssen fle von d^n Zahlen von 2 biis 
b verschieden fein, alfo da fie auch von 1 verschieden und po- 
fltiv find, fo müssen beide grösser als b fein, alfo auch ihr Pro- 
dukt cd (nach 99) grösser als b-b fein. Alfo hat man 

a = cd, cd >• bb , bb > a (nach Hyp.), 
alfo (nach 91) ' 

a >^ a, d. h. a — a pofiliv, 
was unmöglich ist (nach 36). Alfo ist die Annahme unmög- 
lich, d. h. a ist eine Primzahl. 

109. Aufg. Zu beweifen, dass 1861 eino^ Primzahl ist« 

110. Eine Zahl m, welche in 2 anderen a und b auf- 
gebt, geht auch 

1) in ihrer Summ^) a -f b, 

2) in ihrer Differenz a — b, 

3) in der Summe ihrer Produkte mit beliebigen Zahlen 
a und ß, alfo in aa 4- b]^ 
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Beweis. Es gehe m in a x-mal und in by-malauf, alfo 

a = mx 

b = iBy. 
Dann ist 

3* 
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1) a + b==inx + my = m (x+y) (nach 66b). 
d. h. m geht in a + b auf. 

2) a — b =inx = my — m(x — y) (nach 67b). 
d. h. m geht in a — b auf. 

3) aa 4 -bj? = mxa + mjß = m (xa) + m (jß) = m 
(xa + yA (nach 70 b, 66 b). 

d. h. m geht in aa + hß auf. 

111. Er kl. Eine Zahl, welche in 2 andern Zahlen 
aufgeht, heisst ihr gemeinschaftliches Maass. Zwei Zah* 
len, deren grösstes gemeinschaftliches Maass 1 ist, heissen zu 
einander primär. 

112. Eine Primzahl, welche in einer Zahl b nicht auf- 
geht, ist zu ihr primär. ^ 

Hyp. a ist Primzahl, a geht in b nicht auf. 
Thes. a ist zu b primär. 

Beweis. t)a a Primzahl ist, fo geht in ihr ausser 1 und 
a keine Zahl auf (nach 106). Da aber a nicht in b aufgeht 
(Hyp.), fo Ist 1 die einzige Zahl, welche zugleich in a und b 
aufgeht, d. h. a ist zu b primär (nach 111). 

IIS. Wenn man aus einem Paar pefitiver Zahlen a und 
b ein zweites Paar dadurch ableitet, dass man statt der grösse- 
ren a den Unterschied av — b der beiden Zahlen fetzt, fo ist 
jedes gemeinschaftliche Maass des ersten Paares auch gemein-« 
schaftliches Maass des zweiten Paares und umgekehrt. 

Beweis 1. m gehe in dem ersten Paare auf, alfo in a 
und b, fo geht m auch auf in a — b (nach HO), alfo auch in 
a — b und b, d. h. m ist auch gemeinschaftliches Maass des 
zweiten Paares. 

2. m gehe in dem zweiten Paare auf, alfo in a — b und 
b, fo geht m auch in die Summe beider Zahlen auf (nach HO), 
d. h. in a — b -f b, alfo in a (nach 28). Somit geht m in 
a und in b auf, alfo ist m dann auch gemeinschaftliches Maass 
des ersten Paares. 

114. Wenn man aus einem Paare pofitiver Zahlen a und 
b ein zweites Paar dadurch ableitet, dass man statt der grösse- 
ren den Rest fetzt, welcher durch Subtraktion der kleineren 
von der grösseren hervorgeht, und aus diesem Paare auf 
diefelbe Weife ein drittes Zalilenpaar ableitet, und hiermit fo 
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]ange fortfährt, als die beiden Zahlen eines Paares noch ver- 
schieden find, fo muss man zuletzt zu einem Paare gleicher 
Zahlen kommen; wenn diefe gleichen Zahlen m und m find, 
fo ist m das grösste gemeinschaftliche Maass der gegebenen 
Zahlen a und b, und jedes gemeinschaftliche Maass von a und 
b geht auch in ihrem grössten gemeinschaftlichen Maasse 
m auf. 

Beweis 1. Die Zahlen bleiben bei dem angewandten 
Verfahren stets pofitiv, da die ursprünglichen Zahlen a und 
b pofitiv flnd, und jede neu hervortretend^, Zahl dadurch ent- 
steht, dass man eine kleinere Zahl von einer ' grösseren fub- 
^ trahirt, wobei (nach 85) der Rest pofitiv ist. 

2. Die Summe der beiden Zahlen eines I^aares nimmt 
von Paar zu Paar mindestens um 1 ab. Denn feien p und q 
die Zahlen eines Paares, und zwar p ^ q, fo ist ihre Summe 
"P + q, das folgende Zahlenpaar ist nach dem angegebenen 
Verfahren p — - q und q, ihre Summe p — q -f q = p (nach 28). 
Folglich hat die Summe um q abgenommen, d. h. mindestens 
um 1 abgenommen, da nach Beweis 1 die Zahl q.pofitiv, alfo 
mindestens = i ist. 

3. Ich beweife jetzt (indirekt), dass man durch das an- 
gegebene Verfahren zuletzt zu einem Paare gleicher Zahlen 
gelangen muss. Angenommen, man gelange durch dies Ver- 
fahren nie zu einem Paare gleicher Zahlen, d. h. die Zahlen 
eines jeden Paares feien von einander verschieden; fo nimmt 
nach Beweis 2 di« Summe bei jedem Fortschritt zu dem nik^hst- 
folgenden Paare mindestens um 1 ab, alfo nachdem man (a + b) 
mal auf diefe Weife fortgeschritten ist, mindestens um a + b, 
alfo müsste die Summe a -f b mindestens um a + b abge- 
nommen haben, d. h. entweder null oder negativ geworden 
fein. Nach Bevtfeis 1 find aber die Zahlen jedes Paares po- 
fitiv, alfo müsste dann die Summe zweier pofltiver Zahlen 
null oder negativ fein, was (nach 88) unmöglich ist, alfo ist 
die Annahme unmöglich, d. h. es ist nbthwendig, dass man 
zuletzt zu einem Paare gleicher Zahlen gelangt. 

4. piefe gleichen Zahlen feien m und m, fo zeiige ich, 
dass jedes gemeinschaftliche Maass von a und b in m auf- 
geht. Denn jedes gemeinschaftliche Maass eines Paares ist 
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(nach 113) auch gemeinschaftliches Maass des nächstfolgenden, 
alfo jedes gcmeinschartliche Maass des ersten Paares auch ge- 
meinscbartlicbes Maass des letzten, d. h. geht in m auf. 

5. Ich beweife jetzt, dass m gemeinschaflliches Maass - 
von a und b ist. Denn da jede Zahl in fich , felbst aufgeht 
(nach 101), fo geht m in den Zahlen m und m des letzten 
Paares auf, d. h. ist gemeinschaftliches Maass des letzten Paa? 
res. Aber nach 113 ist jedes gemeinschaftliche Maass von 
einem diefer Paare auch gemeinschaftliches Maass des nftchst- 
vorhergehenden , alfo auch des ersten Paares; alfo namentlich 
m gemeinschaflliches Maass von a und b. 

6. Endlich beweife ich (indirekt), dass m gr(»sstes ge- -i 
meinschafllidies Maass von a und b ist. Angenommen es gebe 
eine Zahl c, welche gemeinschaftliches Maass von a und b, 
und grösser als m fei , fo muss nach Beweis 4 auch c in m 
aufgehen, alfo eine grössere Zahl in eine kleinere, was (nach 
102) unmöglich ist, alfo ist die Annahme unmöglich, d. h. m 
ist grösstes gemeinschaftliches Maass von a und b. 

115. . Wenn in grösstes gemeinschaftliches Maass von 
am und bm ist, fo müssen a und b zu einander primftr- fein. 

Beweis (Indirekt). Angenommen a und b feien nicht 
zu einander primär, fo müsste es (nach 109) eine von 1 ver- 
schiedene Zahl geben, die in a und b aufgehe. Es fei c ^ 1 
diefe Zahl und gehe e in a ce-mal auf und in b j^-mai, fo ist 
a = ac, b = ßc, alfo am = ceem, bm = j^cm, alfo geht om in 
am und bm auf, da aber e >" 1 ist, fo ist cm (nach 97) grösser 
als 1 m, d. h. grösser als m, alfo htttte man ein gemeinsehaft- 
Uohes Maass von am und bm, was grösser wSre als m, «Ifo 
wSre m nicht das grösste gemeinschaftliche Maass von am und 
bm. Das i^t gegen die Hypothefis. Alfo ist die Annahme 
unmöglich. Alfo find a und b zu einander primär. 

116. Wenn man durch die Methode der Subtraktion 
(in 113) aus einem Zahlenpaare a und b, ein anderes ai (ge- 
iefen a eins oder a Index eins) und bi, aus diefem wieder 
ein anderes a2 und bi erhält u. f. w. und fo, nachdem man 
diefe Methode n-mal angewandt hat, ein Zahlenpaar a^ und b^ 
erfaftlt, fo erhält man aus dem Zahlenpaare 

ae und bc 
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nach und nach durch dierelbe Methode der Subtraktion die 
Zahlenpaare 

aic und biC 

a2C und b^c 
tt. r. w., und nachdem man die Methode n-mal angewandt hat, 
da$ Zalilenpaar • 

*" SnO und baC. 

Beweis. Es Teien die Zahlen eines jeden Paares fo an- 
geordnet, dass die grössere Zahl voransteht; äifo a->b, 
«1 >" bi,» • • ', fo besteht (nach 113) das aus a und b hervor- 
gebende Zahlenpaar aus den Zahleu a — b und b, alfo ist at 
gleich der grösseren unter diefen beiden Zahlen (a — b und b) 
und bi gleich der kleineren. Da nun a >^ b fo ist (nach 98), 
auch ac ^ bc, alfo besteht das aus ao und bc hervorgehende 
Zahlenpaar aus den Zahlen ac ^ bc, und bc d. h. aus (a — b) c, 
und bc; wenn nun a — b > b ist, fo follte ai ==:a — b und 
b^ = b fein, dann ist aber (nach 98) auch (a — b)c>*bc, 
d. h. ai c > b^ e, alfo bilden ai o und bi c dann das aus ac 
und ac hervorgehende Zahl^npaar. Wenn aber a — b <: b ist, 
fo follte ai = b und bi = a — b fein; dann ist (nach 98) auch 
(a — b>c *< bc, d. h. b^ c <^ ai c und das aus ac und bc her- 
yorgehende Zahlenpnar ist gleichfalls ai c und bi c Aus glei- 
chem^ Grunde ist das aus ai c und bi c^ hervorgehende Zah- 
lenpaar gleich as c und b^ c u. f. f. , nach n-maliger Anwen- 
dung diefer Methode geht alfo das Zahlenpaar 

aaC und bnO 
hervor. 

117. Wenn m das grösste gemeinschaftliche Maass von 
von a und b ist, fo ist mc das grösste gemeinschaftliche Maass 
von ac und bc. 

Beweis. Das grösste gemeinschaftliche Maass von a und 
b erhält man (nach 114), indem man durch die Methode der 
Subtraktion (No. 113) aus. dem Zahlenpaare -a und b ein an- 
deres, aus diefem durch diefelbe Methode wieder ein anderes 
ableitet, bis man" zu einem Paare gleicher Zahlen m und m 
gelangt, dann ist m das grösste gemeinschaftliche Maass VM 
a lind b. Man möge nach n-maliger Anwendung jener Me- 
thode zu diefem Zahlenpaare m und m gelangt fein; fo ge- 
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langt man (na^^h 116), indem man dasselbe Verfahren ai^f das 
Zahlenpaar ac und bc anwendet, zu dem Zahlenpaare mc und 
mc, airo ist (nach 114) mo das grösste gemeini^chaftliche Maass 
von ac und bc. 

IIS. Wenn eine Zahl c in einem Produkte ab aufgeht, 
und fie zu einem (a) der beiden Faktoren primär ist, fogeht 
fie in dem andern Faktor b auf. '• 

Hyp. c gebt auf in ab, c ist zu a primär. 

.. Thes. c geht auf in b. 

Beweis, c geht in ab auf (nach Hyp.)» ferner geht aber 
c auch auf in db (nämlich. b-mal), alfo gebt (nach 114) c auch 
auf in dem grössten gemeinschaftlichen Maass von ab und cb; 
da nun c und a zu einander primär find (nach Hyp.), fo ist 
ihr grösstcs gemeinschaftliches Maass gleich 1 (nach 111); 
alfo ist das grösste gemeinschaftliche Maass von ab und cb 
gleich 1-b (nach 117), d. h. == b. Da alfo, wie bewiefen, 
c in dem grössten gemeinschaftlichen Maass von ab und ob 
aufgeht, und dies gleich b ist, fo geht o in b auf; q. d. e. 

119. Wenn eine Primzahl a in 2 Zahlen b und c nicht 
aufgeht, fo geht fie auch in ihrem Produkt bc nicht auf. 

Hyp. a ist Primzahl, a geht nicht auf in b, a geht 

nicht auf in c. ■ , 

Thes. a geht nicht auf in bc. 
Beweis (indirekt). Angenommen a gehe in cb auf. Da 
nun a Primzahl ist und in b nicht aufgeht, fo ist (nach 112) 
a primär zu b; und da a zu b primär ist, und a in dem Pro- 
dukte bc aufgeht (nach Annahme), fo muss a in c aufgeheii 
<nach 118). Dies ist aber gegen die Hyp. Alfo ist die An- 
nähme, dass a in bc aufgehe, unmägüch; q. d. e. 

120. Wenn eine Primzahl a in 3 od^r mehr Zahlen 
nicht aufgeht, fo geht fie auch in ihrem Produkte nicht auf. 

Beweis (für 3 Zahlen). Es gehe die Primzahl a in keiner 
der Zahlen b, e, d auf. Da die Primzahl a in b und c nicht 
aufgeht, fo geht sie (nach 119) auch in bc nicht auf, und da 
fie in be. und d nicht aufgeht, fo geht fie (nach 119) auch in 
bcd nicht auf. 

An merk. Für n Zahlen bi, ba,*»bn ist der sfecenge Beweis in- 
duktorisch in Bezug auf. n. 
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121. Wenn zwei zu einander primäre Zahlen; (a undb) 
in einer Zahl (c) aufgehen, fo geht auch das Produkt (ab) 
jener Zahlen in der letzteren (o) auf. 
^ Beweis. Naqh Hyp. geht a in c mf, es gehe d-mal 

darin auf, fo ist 

c = ad (nach 100). 

Ferner geht (nach Hyp.) b in c, d. h. in ad auf. Danun^ 
b zu a pi^irnär ist (nach Hyp.) und in dem Produkte ad auf«^ 
geht, fo muss es (nach 118). in d aufgehen; es gehe e-nral 
darin auf, fo ist d = be, alfo 

= ad == a (be) =s abe (nach 70), 
alfo geht ab in o auf (nämlich e-mal). 

"^132. Erklär. Die kleinste Zahl, in \VeI(;her zwei 
^der mehrere gegebene Zahlen aufgehen, heisst der kleinste 
Dividuus diefer Zahlen. 

^123. Wenn m das grösste gemeinschaftliche Manss 
zweier Zahlen a = am, b = am ist, fo geht aj^m in jeder Zahl 
c auf, in wehcher a und b aufgehen, und ist daher der kleinste 
Dividuus von a und b. 

Beweis .1. Nach Hyp. ist m das grösste gem. Maass 
von a = am^und b = ßm; dann find (nach 115) a und ß zu 
einander primär. Nun fei, c eine Zahl, in welcher- a und b 
aufgehen. Da nun m in a aufgeht, und a in c, Co muss (nach 
104) auch m in c aufgehen; es gehe ^'-mal darin auf, fo ist. 
(nach 100) ' 

c= ym. 

Da a in c, d. h. am in ym aufgeht, fo muss (nach i05 b) 
auch a in Y aufgehen, und aus gleichem Grunde ß in y, Alfo 
da a und /? in / aufgehen und zu einander primär find, fo 
muss aß in / aufgehen (nach 108), alfo auch (nach 105) aßm. 
in ym, d. h. in c. 

2. Da alfo aßm in q aufgeht, fo kann a^m nicht grösser . 
als c fein (102), « ist aber eine beliebige Zahl, üi welcher a 
und b aufgehen, folglich giebt es keine Zahl < aßm, in welcher 
a und b aufgehen, d. h. aj9m ist kleinster Dividuus voll 
a und b. 

"^124. Aufgabe. Das grösste gemeinschaftliche Maass 
dreier Zahlen a, b, o zu finde». 
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Anfl. Man Tuche (nach 114) das grösste gemeinschaft- 
liche Maass zu a und b, es Tei dies ß^ Todann Tuche man das 
grösste gemeinschaftliche Haass zu ß und o, es (ei dies y, fo 
ist Y grösstes gemeinschaftliche Maass zu a, b, e. 4 

Beweis 1. Da y in /? aufgeht, und/9ina, To geht (nach 
104) auch / in a auf und aus gleichem Grunde auch in bi 
alfo da Y ^^^^ ^^ o aufgeht (nach Aufl.)» fo geht es in a, 

b, e auf. 

2. Es fei m eine beliebige' Zahl, die in a, b, c aufgehe, 
da m in a und b aufgeht, fo geht es (nach 114) auch in dem^ 
grdssten gemeinschaftlichen Maass von a und b, d. h. in /9 
auf; da m (nach Annahme) auch in c aufgeht, alfo in ß und 

c, fo geht es (nach 114) auch in dem grössten gemeinschaft- 
lichen Maass von ß und c, d. h. in / auf. . Da nun m in x 
aufgeht, fo kann es (nach 102) nicht grösser als / fein, folg- 
lich giebt es koine Zahl, grösser als y^ die in a, b^ c aufgeht, 

d, h. Y ist das grösste gemeinschaftlicho Maass von a, b und c. 

^123. Aufg. Den kleinsten Dividuus dreier Zahlen 
a, b, c zu finden. 

Aufl. und Beweis wie in 124, nur dass. man kleinsten 
Dividuus statt grösstes gemeinschaftliches Maass u. f. w. fetzt. 
A n m e r k.« Auf diefe Weife kann man das grösste gemeinfchaft- 
liehe Maass (oder den kleinsten Dividuus) von n Zahlen finden, in- 
dem man zuerst zu (n — 1) diefer Zahlen 'das grösste gem. MaaisB 
(den kleinsten Dividuus) facht und dann hierzu und zu der n-ten 
Zahl abermals das grösste gemeinschaftliche Maass (den kleinsten. 
Dividuus) fucht. 

^126. Er kl. Eine Zahl, die nicht Primzahl ist, d. h. 
in der ausser ihr felbst und 1 noch mindestens eine andere 
Zahl aufgeht, heisst eine zufammengefetzte Zahl. Wean 
eine zufammengefetzte Zahl a gleich einem Produkte ist, des- 
sen Faktoren Tammtlich Primzahlen, aber nicht = 1 flitd, 
fo nennt man diefe Faktoren die Primfaktoren von a und 
fegt dann, a fei in feine Primfaktoren zerlegt; 

^127. Jede zufammengefetzte Zahl lässt fich in Prim- 
faktorenr zerlegen. 

Beweis 1. Da a eine zufammengefetzte Zahl ist, fonfiuss 
(nach 106) mindestens eine von 1 und a verschiedene Zahl 
in ihr aufgehen; es gehe c in ihr d*mal auf, roista=so-d. 
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wo c ^ 1 ist, da fonsl a = c-l=c fein würde, gegen die 
Annahme. Alfo lässt fleh jede zufämmengefetzte Zahl a in 
zwei von i verschiedene Faktoren zerlegen, und zwar müssen 
diefü Faktoren beide kleiner als a fein; denn grc^sser können 
fie nicht Tein (nach 102), aber auch nicht gleich a, denn wäre 
einer von ihnen =: a, fo wäre der andere i, gegen dieAnnahmo. 

2. Ist von den beiden Faktoren c und d, in die a zer- 
legt ^ist, noch einer eine zufammengefetzte Zahl, (o kann man 
diefe (nach Beweis 1) wieder in zwei von 1 versdfiiedene Zahlen 
zerlegen u. f. w. Da bei jeder Zerlegung die Faktoren im- 
mer kleiner werden als die zerlegte Zahl, alfo immer wenig- 
stens um' 1 kleiner, To muss die Möglichkeit der Zerlegung 
eine Gränze haben, alfo zuletzt ein Produkt von lauter Prim- 
faktoren hervorgehen. 

^128. Wenn zwei Produkte A und B von Primfaktoren 
gleichen Werth haben, fo können fleh beide Produkte nur 
durch die Ordnung ihrer Faktoren unterscheiden. 

Bcwefs (induktorisch in Bezug auf die Anzahl der Prim- 
faktoren von A) 1. Angenommen der Satz gelte, wenn A ein 
Produkt von n Primfaktoren ist, fo beweife ich, er gelte auch, 
wenn A ein Produkt von n + i Primfaktoren ist. Es seien 
ai5 a2--an + i ^^^ Primfaktoreö von A (ob darunter gleiche 
vorkommen, ist gleichgültig); da nun dies Produkt (nach Hyp.) 
gletehen Werlh mit dem Produkte B haben foll, fomussan + i 
in dieleni Produkte B aufgehen (nämlich fo oft, als der Werth 
des Produktes ai, aj* -an beträgt), alfo mussan+i (nach 120) 
in einem der Faktoren von B aufgehen, es fei x diefer Faktor 
von B, in welchem a^+i aufgeht. Da nun die Faktoren von 
B (nach Hyp.) Primfaktoren flnd, fo ist auch z eine Primzahl, 
in ihr geht (nach lOO) keine andere Zahl auf als 1 und z, 
da nun a^^t in y aufgehen foll, und a^ + i als Primfaktor ^ 
1 ist (nach 126),. fo muss a^ + i == z fein. Man bringe durch 
Vertaufchunj der Faktoren vorB diefen Faktor auf die letzte 
Stelle, das Produkt der übrigen fei. €, fo ist (nach 82) Cz oder 
Can + i mit B, alfo auch mit A von gleichem Werthe^ alfo 

fti Äi- --aoan+i =Oan+i, 
alfo (nach 96) 

Äia,-..a„ = C. 
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. Falglich da der Satz nach der Annahme für n Faktoren 
gilt, fo können die Faktoren von C Tich von den Faktoren ai, 
^29 'ftnnur durch die Ordnung unterscheiden. Das Produkt 
A enthält aber ausser ihnen nur noch den Faktor 2: = aQ-fi, 
alfo enthält B dierelben Faktoren wie A; d. h. wenn der Satz 
für n Faktoren gilt, To gilt er auch für u + 1 Faktoren, alfo 
auch für jede grössere Anzahl derfelben. 

2. Nun gilt aber der Satz, wenn A aus zwei Faktoren be- 
steht, diefe Mm ai und a2, fo muss nach Beweis 1 auc1i der Faktor 
as einer der Frimfaktoren von B fein. Es Tei B^==(j9^^ To 
wird ai a2 = Ca2, ' 

alfo- (nach 96) ai==C, 

airo besteht das Produkt B aus den Faktoren ai und a^, d. h. 
der Satz gilt für 2 Faktoren, alfo nach Beweis 1 auch für 
jede grössere Anzahl von Faktoren, alfo für beliebig viele. 

^129. In einer Zahl A können ausser 1 keine andern 
Zahlen aufgehen, als die Primfaktoren von A und Produkte 
derfelben. 

Beweis. Es feien ai, a2,-an die Primfaktoren von A, 
alfo A = ai a2 • • • an 

und B fei eine beliebige Zahl ^ 1, die in A aufgeht, und 
zwar gehe fie C-mal auf, fo ist 

A = BC 

Nun zerlege man B und C in ihre Primfaktoren, fo bilden 
diefe zufammen die Primfaktoren von A, müssen alfo (nach 
115) den Faktoren ai, a2,**&n gleich fein^ folglich ist B> ent- 
weder gleich einem diefer Faktoren, oder gleich einem Pro- 
dukte derfelben. ' - 

An merk. Hieran scliliesscn fich die Aufgaben: Eine gegebene 
Zahl in ihre Primfaktoren zu zerlegen, ferner : Die fämmttichen Zah- 
len tu fuchen, welche in einer gegebenen Zahl aufgehen. 

§.7. Division. 
130. Erklär. Man versteht unter a:b, gelefen: a 
dividirt durch b, oder — , gelefen: ein Bruch, dessen Zähler' 
a und dessen Nenner b ist, diejenige (einer Grundreihe ,an- 



gehörige) Grösse, welche mit b zu einem Produkt verkiiOpft 
a giebt, voraii^^ai^fatzt. dass b nicht null Tei, d. h. 

a ; b »b = a, oder -— b = a. 

Mit derfelben Grösse fortschreitend dividiren und multi- 
pliciren ändert nichts." 

Man nennt a:b einen Quotienten, a feinen Dividend, b 
feinen Divifor. Wenn a und b Zahlen find, fo nennt man 

a 
a:b oder —einen Zahlquoticnten oder einen Zahlbruch. 

An merk. 1. Ein Quotient, dessen Divifor null ist, darf bei 
keiner Rechnung angewandt werden. £s lösst fich beweifen, dass 
für folche Quotienten keins der bisher bewiefenen Gefetze Geltung 
hat, und fich überhaupt kein pofitiver Satz far fic aufstellen lässt. 
Jede Anwendung eines folchcn Gefetzes auf die in Rede stehenden 
Quotienten ist daher fehlerhaft und kann zu den widerfinnigsten 
Sätzen führen. Dessen ungeachtet lässt fich dem Quotienten, dessen 
Nenner null ist, eine gewisse Bedeutung beilegen *, nämlich wenn der 
Zähler (a) von Null verschiede^ ist, fo fagt man -5 fei unendlich ; 
nämlich ist in a unendlich oft enthalten und dann bleibt noch 
immer a. übrig. Ist der Zähler auch Null, fo fagt man— fei unbe- 
stimmt, weil nämlich jede Grösse mit Null multiplicirt Null giebt. 
— Wir schliessen im Folgenden überall Null als Divifor aus. 

♦ Anmerk. 2. Wenn a und b benannte Grössen find^ die der- 
felben Gruudreihe angehören und b in a aufgeht, fo drückt der Quo- 
tient a : b die Zahl aus, mit welcher b multiplicirt a giebt, d. h. die Zahl, 
welche angiebt, wieoltb in a enthalten ist. Man nenn^diefe Art des Di- 
vidirens messen. Wenn aber a eine benannte Grösse und b eine ^ 
Zahl ist, fo bezeichnet a : b eine Grösse , welche derfelben Gruud- 
reihe angehört wie a, und die b-mal genommen a giebt. Man nennt 
diefe Art des Dividiren s theilen. Wenn a und b beides Zahlen 
Und, fo kann der Quotient beliebig als Messung oder als Thei- 
lung aufgefasst werden. Im Folgenden ist die Divifion als Theiluug 
zu Grunde gelegt. 

131. Bezeichnung. Wenn mit mehreren Grössen 
fortschreitend dividirt werden foll und die Divifion durch das 
Zeichen: ausgedrückt ist, fo lässt man die Klammern (welche 
diefe Grössen umschliessen) weg. Ferner lässt man bei der 
Bruchbezeichnuttg die Klammer, wplchc den Zähler umschliesst 
und die, welche den Nenner umschliesst, weg. 

12% Wenn der Divifor ß eine Zahl ist, fo lässt sich 
ßtcts eine Grundreihe angeben, welcher auch der Dividend a 
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angehörl, nhd in welcher eine Grösse enthalten ist, die mit. 
ß multiplicirt a giebt. 

B^eweis ir Die Grundreihe, aus welcher der Dividend 
erzeugtest, habe e zur Einheit, und fei a = ea. Wenn es 
nun in derfelben Grundreihe keine Grösse giebt, die mit b 
multiplicirt « liefert, fo bilde man eine'neue Grundreihe, deren 
Einheit die Beschaffenheit hat, dass 

(*) e'ß = e 
Tei, To ist 

e'(ßd)=^e'ßa (nach 70). , 

= ea (nach *). 

= a (nach Annahme), 

d h. a ist Glied der aus e^ erzeugten Grundreihe. Ferner ist 
e'a ein Glied derfelben Grundreihe, weiches mit ß iQuItipIicirt 
a giebt; denn e'ai? = e'/?a (nach 73). 

= ea (nach *). 

=^ a . (nach Annahme). 

133- fi'ß:ß = 9L. 

„Hit derfelben Zahl fortschreitend multipliciren und divi- 
diren findert nichts.'' n 

Beweis (vergl. No. 29). Es ist -- • 

2Lß:ß'ß = eL'ß (nach 130). 

Da nun die Grössen B,_'ß:ß und a mit einer von ver- 
schiedenen Zahl ß multiplicirt gleiches Produkt liefern, fo müs- 
sen (nach 96) "Jene Grössen gleich fein, alfo 

9,.ß:ß = 9,. 

134. a : (j^y) = b,: ß ly oder 
ja,_ B,: ß 9^ 

ßy- Y ~ ß'^' 
„Statt mit einem Produkte zweier Zahlen zu diyidiren, 
kann man mit den Faktoren fortschreitend dividiren,'' oder 

„Statt mit 2 Zahlen fortschreitend zu dividiren, kann man 
mit ihrem Produkte dividiren.'' 

Beweis (ruckschreitend, vergl. No. 31). 

a:/J:y = a:i?:y.(i9y):(/9y) (nach 133). 
= a • /? : y • (y/J) : (ßy) (nach 72). 
= a : i? : yyß : (ßy) (nach 70). 
= 9^:ß'ß:(ßy) (nach 130). 

= a:(/Jy) (nach 130). 
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185. 9^:ß:y — 9^:Yiß oder 

a j*^ a 

ßa'^~ Y '^' 
«Die Ordnung, in welcher man Tortschreitend mit zwei 
Zahlen dividirt, ist gleichgültig für das Rerultat.^ 
Beweis (vergl. No. 33). 

a:^:y = a:(iJy) (nach 134 b). 

= a-(y^) (irach 72). 

= a:y:/J) (nach 134). 

136. a*iJ:y = a:y-/? oder 

Y^ Y 
„Die Ordnung, in welcher man fortschreitend mit einer 
Zahl multiplicirt und mit einer andern dividirt, ist gleichgültig 
für das Refultat," oder 

„Einen Bruch multiplicirt man mit einer Zahl, indem man 
feinen Zähler mit diefer Zahl multiplicirt und den Nenner un- 
verändert lässt." 

Beweis (vergl. No. 30). 

ti'ß:Y = 9k'ß:Y''ß' ß (nach' 130). " 

= a-j?:/J;y-^ (nach 135). 

= a.;y^ (nach 133). 

**'• Fy-T 

„Man kann einen Bruch ohne Veränderung feines Werthes 
erweitern und heben; d. 1i. Zähler und Nenner mit derfelben 
Zahl multipliciren und dividiren. '^ 

Beweis.. ^ = ay : (/?y) = ay :/? :y (nach 134). 

= ay:y;iS (nach 135). 

= a. •/? = -!- (nach 133). 

138. Erklär. Ein -Zahlbruch, dessen Zähler zum 
Nenner primär und dessen Nenner poHtiv. ist, heisst ein redu* 
cirter Bruch. Man nennt ihn poHliv, wenn fein Zähler pofitiv 
ist. Mit einem reducirteu Bruche multipliciren heisst fortschrei- 
tend mit feinem Zähler multipliciren und mit feinem Nenner 

diyidiren, d. h. a — = , wenn ß zu y primär ist. 
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Ä u f g. Den *Satz zu beweiren : Reducirte Brttche von glei- 
chem Werthe haben gleiche Zähler und gleiche Nenn,er. (No. 
130, 100, 118, 103.) 

139. a — = — , (auch wenn ß nicht zu primär ist). 

„Statt mit einem Bruche zu multipliclren, kann man fort- 
schreitend mit reinem Zähler multipliciren und mitjeinem Nen- 
ner dividiren,** oder ' 

„Statt fortschreitend mit einer Zahl zu multipliciren und 
mit einer zweiten Zahl zu dividiren, kann man mit einem 
Bruche multipliciren, dessen Zähler die erste, und dessen Nen- 
ner die zweite. Zahl isl^. 

Beweis. Es fei m das grösste gemeinschaftliche Maass 
von ß und y, und fei /S = bm, y = cm; fo find (nach 115) b 
.und c zu einander primär, und es ist 
bm 



a^=a — 
y cm 




(nach Annahme).. 


_ b 
c 




(nach 137 b). 


_ab 
c 




(nach 138, <la b zu eprimftr). 


abm 

cm 




(nach 137). 


_a (bm) 
cm 




(nach 70 b). 


' y 




(nach Annahme). 


*^"- ß S ßd' 




„Brüche multiplicirt 


man 


mit einander, indem man Zahler 


mit Zähler und Nenner mit Nenner multiplicirt,^ oder 


„Ein Bruch, dessen 


i Zähler und Nenner Produkte von je 


2 Faktoren sind, ist gleich dem Produkte zweier Brüche, die 


man erhält, indem man 


die Faktoren des Zählers zu Zählern 


und die des Nenners zu 


Nennern derfelben macht." 


Beweis. -k- 't = 
ß d 


a 

^ ß 


y:6 (nach 139). 




ß' 


d (nach 136). 




. ay 
■ß6 


(nach 134b). 
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. 141. ,a:^=a4-. 

„Statt mit einem Bruche zu dividiren, kann man mit dem 
umgekehrten Bruche multipliciren.^ 

Beweis. B.: — = 9^:—'ßiß (nach 133). 

= a:-^/3:yy:iS (nach 130). 

=:a : -^.-^.y; jj (nach 139b). 
= A'Y'ß (nach 130). 

= a -^ (nach 139 b). 

P 
« 1412. Für jede gegebene Reihe von Brüchen, deren Zah- 
ler derreiben Grundreihe (B) angehören, kann man eine neue 
Grundreihe angeben, zu welcher alle jene Brüche, To wie deren 
Zähler gehören; und zwar erhält man die Einheit diefer neuen 
Grundreihe, indem man die Einheit der ursprünglichen Grund- 
reihe B durch das Produkt fämmtlicher Nenner dividirt, d. b. 

a b 
wenn T^y^-" 

diefe Brüche find, und e die Einheit der Zähler a, b, • • • fo 
gehören die Brüche felbst, fo wie ihre Zähler einer und der- 

reiben Grundreihe an, deren Einheit e' = -5 — ist. 

Beweis (für 2 Bräche). Da e' = -~, fo ist , 

* e = e'aß. 
Es fei k = ey, b = edf, fo ist 

a a a ^ 

_e'a(ßY) 



a 



(nach 70 b). 



= e'(m? (nach 72). 
= e' (ßr) (nach 133), 
alfo gehört— der Grundreihe an, deren Einheit e^ ist. 



a 
Ebcnfo ist 
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7 = 7 = -^ (nach*). 

= ?:^ (nach 73). 

p 

= e'a<r (nach 133). 

= e'(aJ) (nach 70 b). 

alfo gehört auch -3- derrelben Grundreihe an. Ferner auch die 

P 
Zfthler a und b, da 

a = ex = e'aßy (nach *). 

= e'(a/Jy) (nach 70 b). 

und b = e* = e'(a^in (nach *). 

. =ie'iaß6) (nach 70 b) ist. 

An merk. 1. £s gelten alfo für Addition and Subtraktion der 
Brüche diefeiben Gefetzc wie fär Addition und Subtraktion der aus 
einer Grundreihe erzeugten Grössen. (§. 2, 3.) 

148. A + A = .^+b 



144. 



Y YY 
a b a — b 



Y Y Y 

„Brüche von gleichem Nenner addirt oder fubtrahirt man, 
indem man die Zfthler entsprechend addirt oder Tubtrahirt (und 
den Nenner unverändert lässt),^ oder 

„Eine Summe oder Differenz dividirt man mit einer Zahl, 
indem man die Glieder einzeln dividirt und die Quotienten ent- 
sprechend addirt oder fubtrahirt.^ 

Beweis, y + — z==(^y + yjy 'Y (nach 133). 

= (^y y + y- y) • y (nach 68). 

= (a + b) : y = ?-i^ (nach 130). 
Und ebenfo 

y-f =(f--7)y-y (nach 133). 

= Qjy-yO'-^ (nach 69). 

a — b 
= (a — b):y= -*- (nach 130). 



i 



14* ' JL + 4 = 5^+i?, 

aß aß ■ 

146. A_| = »l^ 

fi ß aß 

' „Zwei Brüche (von ungleichem Nenner) addirt oder fub- 
trahirt man, indem man jeden Zähler. mit dem Nennerdesan- 
dern Bruches multiplicirt, die Produkte entsprechend addii^ 
oder fubtrahirt und das Rerultat mit dem Produkte der Nenner 
dividirt. * 

.Beweis. -^ + -^- = ^-1-^ (nach 137). 

= *^ + ^" (nach 143. 144). 

An merk. Man kann, wenn a und ß darch m thellbar find, 

aß 
die Brüche auch auf den Nenner y = — bringen. (Siehe 123.) 

147. Ein Bruch ^ dessen Zähler gleich feinem Nenner 
ist, ist gleich 1. 



„ . a ia 

Beweis. — = 

a a 


(nach 71). 


= 1 


(nach 133). 


148. -:p==^. Mit 1 dividiren ändert nichts. 


Beweis. a:l=a;l-l 
= a 


(nach 52). 
(nach 130). 


149. — = 0. Ein Bruch, dessen 


Zähler null ist, ist 


reibst gleich nullj 




p . a—a 

Beweis. — = 

a a 


(nach 36). 


a a ^ 

a a 


(nach 144b). 


= 1 — 1 
= 


(nach 147). 
(nach 36). 


150. Hyp. y = 0, Thes. a = 0. 


Wenn ein Bruch null 



ist, fo muss fein Zähler null fein. 
Beweis. Nach Hyp. ist 

= -^, Mo 0'ß = -jß — a (nach 130). 

d. h. = a. 

4* 
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151. In einem Brache kann man die Vor;^chen im 

Zähler und Nenner umkehren, ohne den Werlh des Bruches 

p p/ 
zu ändern, d. h. — = — (fiehe No. 84). 

Beweis. Denn die Vorzeichen im Zähler und Nenner 
umkehren, heisst (nach 84) Zäliler und Nenner mit — 1 mul- 
tipiiciren, wodurch (nach 137) der Werlh des Bruches nicht 
geändert wird. 

An merk. Man kann daher stets dem Bruche eine folche Form 
geben, dass der Nenner pofitiv ist. 

152. :=f=-^ = _iL 

Das Minus -Zeichen des Zählers oder des Nenners kann 
man vor den Bruch fetzen, oder „das Minus -Zeichen vor 
einem Bruche kann man vor den Zähler oder vor den Neuner 
des Bruches fetzen." 

Beweis. — - == --5-- 
— P. P 
_0- a 

~ ß 

~ ß " 
= 0- 
a 

~~J 

153. Gleichbezeichnete Zahlen geben^ bei der Dividon 
einen pofitiven Quotienten, ungleichbezeichnete einen negativen. 

Beweis 1. Es feien a und ^ pofitive Zahlen, ihr gröss- 
tes gemeinschaftliches Maass fei m und fei a = am, /? = bin, 
wo a und b pofitiv find, fo ist 

7 = bm = ¥ ^"«^'^ *^^)- 

Alfo da a zu b primär ist (nach 115), und b pofitiv i^, foist 

a 

■^ ein reducirter Bruch (nach 138) und da a pofitiv ist, fo 
b 

a et 

ist der reducirte Bruch — (nach 138) pofiliv, alfo auch - 

pofitiv. 





(nach 151), 


X 


(nach 37). 


a 

ß 


(nach ,144b; 


a 

J 


(nach 149). 




(nach 37). 
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2! Es feien — a und — ß zwei negative Zahlen, alfo 
a und ß ihre pofiliven Werthe, fo ist 

aber -^ pofiliv (nach Bew. 1), alfo auch — 3 pofitiv. 

ß " --ß 

3. -r- = — ä = ^ (nach 152); aber -^ nach Bew. 1 

P — -P ß ß 

pofitiv, alfo — — negativ. 

134. Alle Yerknüpfungsgefetze der Multiplikation und 
Divifioa (in §. 4, 5, 7) gelten auch für Brüche, d. h. alle For- 
meln diefer Verknüpfungen gelten noch, wenn man statt def 
allgemeinen Zahlzeichen (die durch griechische Buchstaben 
ausgedrückt waren) Brüche fetzt. 

Beweis. Es fei 

(») b = |-, c = f, fo ist 
1. [No. 68]. (a + b) c = (a + b)^ (nach *). 



^ (a + b)y 
_ ay + by 

n 



(nach 139). 
(nach 68). 



^"E^yi (nach 143 b). 

yi y\ 

= a -^ + b ^ ' (nach. 139b). 
= a-c + b-c (nach *). 
2.'[No. 72.] bc = J- ^ (nach *). 



Yißt 

ri ßi 

= cb. 



(nach ,140). .; 
(nach 72), 
(nach 140 b). ' 



3. [No. 66.] a (b f e)= (b + c)a (Bew. 2)."^ 
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* 


= ba + ca 
= ab + ac 


(Bew. 1). 
(Bew. 2). 


4. [No. 58.] 


.,_„=..(_!) 


(nach *). ' 




=-(=}^ 


(nach 152b). 




_a.(-/J) 
~ ß^ 

^1 


(nach 139). 
(nach 75). 




^1 


(nach 152). 


^ 


' =-1; 

= -a b 


(nach 139 b). 
(nach *). 


5. [No. 70.] 


aCbe)=a(lX) 


(nach *). 




ß,yx 


(nach 14Ö). 




_a/9y 


(nach 139). 




_a/J y 


(nach 140 b). 


6. [No. 71.] 


=: a-b'O 
1 a= al 


(nach 139 b). 

(nach *). 
(nach Bew. 2 



= a (nach 52). 

Alle übrigen Formeln in $. 4 gehen aus diefen Formeln 
durch Verbindung derfelben hervor; da alfo diefe Formeln, 
wie To eben bewiefen, für Brüche gelten, To gelten auch die 
aus ihnen hervorgehenden Formeln für Brüche, alfo alle For- 
meln in $.4. 

7. Ebenfo lassen fleh die allgemeinen Sätze in §. 5 er- 
weitern, und zwar zuerst Satz 88 und 93. Sind nämlich 
a und b poHtive Brüche,^ und zwar in reducirter Form, a == 
ft /? 

— , b =;=--, fo find (nach 138) Oj, /9i, a, /? pofitiv; dann ist 
«1 pi 
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[No.88.] ^J^h = ^^L^'!^h±J±l („ach 145). 
«1 pi «1 pi 

Hier find aß^^ a\ßf a^ßi polltiv (nach 93), alfo auch aß^ 
+ Oiß pofltiv (nach 88), alfo Zähler und Nenner des Bruches 

«A_£if^ p^fUJY^ folglich diefer Bruch felbst pofiiiv (nach 153), 

alfo auch das ihm gleiche a 4* b. 

Ferner ist unter derrelben Annahme 

[No. 931 a^=-f.4 = Ä (nach 140). 

«1 Pi «iPi 
Aber nach 93 find aß und a^ßi pontiv, alfo nach 153 auch 

der Bruch — ^, alfo auch das ihm gleiche ab. 

8. Alle übrigen Sätze in §. 5 gehen aus den schon für 
Brüche erwiefenen Sätzen durch wiederholte Anwendung her- 

M^or, gelten alfo auch für Brüche. 

9. In §. 7 gelten die Sätze 130— 137 auch für Brüche^ 
da die Definition (130) allgemein ist und fich die Beweife nur 
auf die für Brüche schon erwiefenen Sätze $.1 — 5 stützen; 
der erste Satz, welcher für Brüche eines neuen Beweifes be- 
darf, ist der Satz 139, da fein Bisweis fich auf die Zahlen- 
theorie (§. 6) stützt und diefe nicht für Brüche gilt. Nun ist 

a — = a — c ; c (nach 133). 

c c 

= a-f— . c\- c (nach 70b). 

=a''b:c = — (nacli 130). 

c . 

10. Ausserdem wird nur noch in No. 153 Beweis 1 auf 
§. & zurückgegangen. Wenn aber wiederum a und b pofltivo 

a ß 
Bruche find und zwar — , -^ ihre reducirten Formen, fo find 

^ Pi ' 
(nach 138) a, ß, Oi, ft polltiv; alfo 

«1 Px «a P 

Aber — und ^^ • find (nach 153) liofitive Brüche, affd 

' «1 P . * • . I, • 
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auch ihr Produkt podtiv (nach Bew* 7), alfo auch das dierem 
Produkte gleiche a:b. 

Es gelten alfo auch alle Sfttze in $. 7 für Brüche, alTo 
alle Sfttze in $. 4, 5, 7. . 

155. Der Quotient zweier gleichbenannten Grössen ist' 
gleich dem Quotienten ihrer Zahlwerthe, d. h. 

ea a 

Beweis. Nach 130 ist -^ diejenige^ einer Grundreihe 

angehörige Grösse, welche mit »ß zu einem Produkte ver- 
knüpft ea giebt; d. h. wenn 

(*) ^ = x 
- ei? • 

ist, fo ist / 

ea — eßx = e(ßx) (nach 70 b). 

Alfo da die Einheit (nach 7, 10) immer von null verschieden ist, 

a — ßx (nach 96). 

= %ß (nach 72). 

Alfo ^ = ?^ = x (nach 133). 

= ^ (nach *). 

eß 

An merk. 1. Der Quotient zweier benannter Grössen bat nur 
dapn einen Sinn, wenn Dividend und Divifor aus derfelben Grund- 
reihe ableitbar find. Denn das Produkt, dessen einer F. eine be- 
nannte Grösse ist, gehört (nach 60) derfelben Grundreihe an, wie 
diefe. 

An merk 2. Da hiernach die Divifion benannter Grössen (die 
Messungsaufgabe) stets auf die Divifion der Zahlgrössen zurückge- 
führt werden kann, fo ist es nicht nöthig, die Gefetze jener Divifion 
aufzustellen. 



§. 8. Proportionen. 

lEi6. Erklär. Die Gleichung a : b = c : d nennt man, 
wenn keine diefer 4 Grössen null ist, eine Proportion und 
liest diefelhe gewöhnlich : a verhält fleh zu b , wie c zu d. 
Man nennt a und d die äusseren Glieder der Proportion, 
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b und die inneren jGlieder, den Ausdruck arbeiB Ver-^ 
hftltniss, a Tein VordergUed, b fein Hinterglied. Zwei 
Glieder; welche beide zugleich entweder äussere oder innere ^ 
Glieder find, nennt man fymmetrische Glieder. Zwei Glie- 
der, von denen das eine ein äusseres, das andere ein inneres 
ist, nennt man unTymmetrische Glieder. 

157. Wenn die Glieder eines Verhältnisses gleichbc- 
nannt und, To ist das Verhältniss gleich dem Verhältnisse der 
'Zahlwerthe der Glieder, d. h. 

eaieß = a: ß. 
Baweis (nach 155). 
Anmerki Da der Quotient benannter Grössen nach dem Bis- 
herigen nur dann eine Bedeutung hat, wenn diefe Grössen sich aus 
einer nnd derfelben Grundreihe ableiten lassen, fo führt das Ver- 
hältniss benannter Grössen stets auf ein Zahlverhält niss zurück. 
198. Wenn in einer Proportion das erste und dritte 
Glied gleichbenannt find, das zweite und vierte unbenannt, fo 
erhält man eine richtige Zahlproportion, wenn man statt des 
ersten und dritten Gliedes ihre Zahlwerthe fetzt, und umge- 
kehrt ergiebt fich aus der letzteren Proportion die erstere, 
d. h. wenn 

ea: ß = ey:i 
ist, fo ist auch 

a; ß = y:S 
und umgekehrt folgt aus der letzteren Proportion die erstere. 
Beweis 1. Wenn 

ea:ß = ey ; J, d. h. y = -^<- 



ist, fo hat 


man 


'. 


a y 


alfo 
oder 


a r 

ß- s 

a:8 = v.d. 



2. Umgekehrt,, wenn 

a:ß = y:i, d. h. -^ = ^ 
iBt, fo hat man 





(nach 139 b) 




(nach 96). 


a 


_ Y 
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a y 

alfo ^ = -x (nacli 139). 

P d 

oder ea : /? = ey : rf. 

An merk. Da ^as Verbal tniss ein Quotient ist, fo ist die Bq- 
deutang des Verhältnisses bisher nur in foweit nachgewiefen, als 
die des Quotienten es ist, d. b. 1) wena beide Glieder Zahlgrössen 
find, 2) wenn das Vorderglied eine benannte, das Hinterglied eine- 
nnbenannte Grösse ist, 3) wenn beide Glieder benannt und aus der- 
felben Grundreihe ableitbar find. Im dritten Falle führt das Ver- 
hältniss (nach 157) stets auf ein Zahiverhältniss zurück. Im zwei- 
ten flalle ist das Verhältniss (der Quotient) gleichfalls eine benannte 
Grösse, und zwar eine dem Vordergliede gleichbenannte (flehe 158), 
alfo muss auch, wenn dies Verhältniss einem zweiten gleich fein foU, 
dies letztere eine gleichbenannte Grösse, alfo fein Hinterglied eine 
Zahl und fein Vorderglied dem Vordergliede des ersten Verhältnisses 
gleichbenannt fein, folglich erhält man dann eine Proportion der 
Form 

ea : /? = eyj i. 
Diefe ist aber (nach 158) gleichbedeutend der Zahlproportion 

a:ß=y:S. 
Folglich führen alle Proportionen auf Zahlproportionen zurück, und 
diefe lollen daher im Folgenden allein betrachtet werden. 

159. Hyp. a;b = c:d. 
Tbes. ad = bc. 

^Das ' Produkt der äussern Glieder einer Proportion ist 
gleich dem Produkte der innern.^ 

Beweis. a:b=c:d (nach Hyp.) oder in Bruchform 
a c ,p 

Folglich, wenn man mit bd multiplicirt: 

ad = bc (nach 130), 

160. Hyp. ad = bc. 
Thes. a : b = ; d. 

Wenn zwei Produkte einander gleich, aber von null ver- 
schieden find, To erhält man jedesmal eine richtige Proportion, 
wenn man die beiden Faktoren des einen Produkts zu äusse- 
ren, die des andern zu innern Gliedern macht. 



1 
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Beweis. Da die Produkte von Null verschieden find, 
fo find (nach 74) auch die Fal^torej} a, d, b, c von Null ver- 
schieden. Nun ist ad = bc (nach Hyp.), alfo mit bd dividirt 

ad bc 

bd""bd ' • 

Y = -^ ^ (nach 137b). 

161. Hyp. a:b = c:d. 
Thes. 1) a:c = b:d. 
Thes. 2) d:b = c:a. * 

Zwei Tymmetrische Glieder einer ^Proportion kann man 
vertauschen. ^ 

Beweis. a:b==c:d (nach Hyp.) 

ad = bc (nach 159). 

alfo a : c = b : d und d : b = c : a (nach 160). 

162. Zwei unfymmetrische Glieder einer Proportion 
kann man mit derr^ilben Zahl multipliciren oder dividiren. 

Beweis 1. Es Teien a und b zwei unfymmelrische Glie- 
der einer Proportion, und fei d das fymmetrische Glied zu a, 
und c das fymmetrische Glied zu b, fo ist nach 159 

ad = bc* 
Wenn nun f eine beliebige Zahl ist, fo ist 

adf=^bcf, 
alfo (nach. 73) afd = bfc. 

Folglich erhält man (nacli 160) eine richtige Proportion, wenn 
man af und d zu fymmetrischen Gliedern macht, und ebenfo 
bf und c, d. h. die ursprüngliche Proportion bleibt richtig, 
wenn man af statt a und bf statt b fetzt, d. h. beide mit f 
multi|riicirt. 

1 

2. Nun fei f = — , fo bleibt die Proportion (nach Be- 

1 

weis 1) richtig, wenn man a und b mit — multiplicirt, d. h. 

mit g dividirt (nach 141b). Alfo kann man zwei unfymme- 
trische Glieder mit derselben Zahl g dividiren. 

168. Wenn in einer Proportion zwei unfymmetrische 
Glieder einander gleich find, fo find auch die beiden andern 
Glieder einander gleich. 
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Re weis. Es feien a^ und b zwei unfymmelrische Glieder 
und a = b, ferner das zu a fymmelrische Glied fei d, und das 
zu b fymmelrische c, fo ist zu beweifen, dass c = d fei. Es 
ist (nach 159) ' ad=:bc, 
alfo, da a==b istr ad = ae, 

alfo (nach 96) d = c. 

164. Hyp. a : b == ? a und a : b = c : f. 
Thes. d = f. ' 

„Wenn in 2 Proportionen drei entsprechende Glieder gleich 
find^. fo find auch die vierten gleich. ** 

Beweis. Dac:d==a:b (nach Hyp.) 

und a : tf= c : f (nach Hyp.) 

fo ist c : d = c : f, 

alfo (nach 16,3) d=f. 

165. Hyp. a : b = c ; d, aa + ßh und ya + ^ ^ 0. 
Thes. aa + ßh : ac +ßd = y9, + Sh ; yc + Sä. 

„Jede von Null verschiedene Yielfachenfumme des ersten 
und zweiten Gliedes einer Proportion verhält fich zur entspre- 
chenden Vielfachfumme des dritten und vierten, wie jede andr^j 
von Null verschiedene Vielfachfumme des ersten und zweiten 
zur entsprechenden des dritten und vierten. 

a 
Beweis. Es fei— =q, fo ist 

qb = y-b = a (nach 130). 

alfo, indem man statt a feinen Werth qb fetzt, 

aa + j^b= aqb + ßh (nach 70). 

= (aq + /?)b (nach 68 b). 

Hier ist (tq-\- ß von Null verschieden; *denn wäre es null, fo 
mtisste (nach 57) auch das Produkt (aq + /S) b null fein^ d. h. 
es wäre ob, + ßh —~ 0, was gegen die Hyp. ist, alfo muss aq 
+ ß ungleich null fein. Da ferner (nach Hyp.) a ; b = c : d, 
a 



fo ist 






alfo 


c =qd, und 






^0 + 1*4 = «qd + ßi 


(nach 70). 




= («q + ^)d. 


(nach 68b> 
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Alfo aa + ßh: ac + ßd=^ (aq + ß)h:iaq + ß) d 

= b:d (nach 137). 

Aber aus gleichem Grunde ist 

ysL + Sh : yc + äd = h : d. 
Alfo aa + jSb : ac + ßä =Va + cJb : yc + <Jb. 

166. Hyp. a;b = o:d. 

Thes. a 4- b : c + d = a — b : c — d. 

Die Summe des ersten und zweiten Gliedes einer Prop. 
verhält fich zur Summe des dritten und vierten, wie dieDiff. 
des ersten und zweiten zur Differenz des dritten und vierten 
(vorausgefetzt dass weder die Summe, noch die Differenz des 
ersten und zweiten Gliedes null ist). 

Beweis. Man fetze in 165 a=l, ß=i^ y=lj d = 
— 1, fo geht die zu erweifende Proportion hervor. 

167. Hyp. a:b = c;d. 

Thes. 1. a + b : c + d = a : c = b : d. 
Thüs. 2. a — b:c-d = a;c = b:d. 
„Die Summe des ersten und zweiten Gliedes .einer Pro- 
portion verhält fich zur Summe des dritten und vierton, und 
die Differenz des ersten und zweiten verhält fleh zur Diffe- 
renz des dritten und vierten wie das erste Glied zum dritten, 
oder wie das zweite zum vierten." 

Beweis 1. Man fetze in 165 a=l, ß = i, y=lund 
<f = 0, fo erhält man 

a -fb:c + d = a:c (nach 52 und 57). 

= b:d (nach 161). 

Beweis 2. Man fetze in 142 a = l, ß = — 1, y = l, 
(J = 0, fo erhält man 

a — b;c~d = a:c (nach 52, 84, i57.) 

= b;d (nach 161). 

168. Hyp. a : ai = b : bi = c : Ol = : und aai + 

iSbi + yCi*+.. .^0. 

Thes. aa + i?b + yc H : oai + j^bi +^ yci + 

.. = a;ai. 
„Sind mehrere Verhältnisse einander gleich, fo steht jede 
(von Null verschiedene) Vielfachenfumme der Vorderglieder 
zur entsprechenden Vielfachenfumme der Hinterglieder in dem- 
felben Verhältnisse." 
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Beweis. ^-Es fei a:äi = q, alfo auch b:bi = qy o:oi 
= q u. f. w., fo ist 

(*) a = aiq, b = biq, c = Ciq, •• 
alfo aa 4- /^b + yo + • • • : aai + /?bi + yci + • • • 
= [a(aiq)+^(biq) + y (Ciq) +• • •] : [«a^ + ßht + yoi + • • •] 
= aaiq + i^biq + yciq + • • : «aj + jSbi + yci -f • • (nach 70). 
= (aai + i9bi + yci +-0q:aai + /9bi + yci +•• (nach 77b). 
= q : 1 , (nach 137, da aa + ßli + n Z 0). 
= aiq:ai (nach 162). 
= a:ai (nach *). 

169. Hyp. a:ai = b:bi = -- 

Thes. a + b -f- -zai + bi H =a:ai. 

„Sind mehrere Verhältnisse einander gleich, (o steht die 
Summe der Vorderglieder zur Summe der Hinterglieder in 
demfelben Verhältniss*' (vorausgefetzt-, dass die Summe der 
Vorderglieder von Null verschieden ist). 

Beweis. Man fetze in 145 a = 1, /J = 1, y = 1,. . • 
fo erhält man die zu erweifende Gleichung. 

ITO. Hyp. a:b = c:d. 

thes. 1. a = ^. 
a 

The^ 2. cl=— . 
a 

„Ein äusseres (inneres) Glied einer Proportion erhält man, 
indem mau das Produkt der inneren (äusseren) Glieder durch 
das andere äussere (innere) Glied dividirt.^ 

Beweis. Nach 159 ist 

ad = bc, 

alfo ' ^ "^ 'Ä' ^^^ 

a 
171. Hyp. a;b = c:d 

Thes. aa;biS = oy;d*. 
„Zwei Proportionen geben zufammengefelzt (d. h. 
wenn^man die entsprechenden Glieder mit einander multipli- 
cirt) wieder eine richtige Proportion. 
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Beweili. Da a : b = c : d und a : i? = y : *, fo ist auch 
a c j a y 

alfoaiich ±j- = ±^ 

d.h. ^ = 1 („ach 140). 

alfo aa : bjJ = cy : drf. 

Anmerkung. Derfelbe Satz gilt auch für mehr als zwei Pro- 
portionen. 

§. 9. Oleichungen, besonders des ersten Grades. 

172. Erklär. Wenn in einer gegebenen Gleichung 
eine unbekannte Grösse z vorkommt, und man dadurch, dass 
man in diefer Gleichung statt z einen Werth a Tetzt, eine 
neue Gleichung erhält, deren Richtigkeit man beweifen kann, 
fo Tagt man, der Werth z = a genüge der gegebenen Glei- 
chung, oder fei eine Wurzel derfeiben. Wenn n Gleichun- 
gen mit n Unbekannten gegeben find, fo heisst jede Reihe von 
n Ausdrücken, welche statt der n Unbekannten in die Glei- 
chungen eingefetzt, diefen Gleichungen genügen, eine Reihe 
von Wurzeln der gegebenen Gleichungen, und wenn diefe 
Wurzeln gefunden find, fo fagt man, die Gleichungen feien 
nach jenen Unbekannten aufgelöst. 

An merk. Die Unbekannten bezeichnet man gewöhnlich mit 
den letzten Buchstaben des Alpliabets. 

Beispiel. Zu der Gleichung x + 3 = 5 ist x = 2 die 
Wurzel, zu der Gleichung x x = 9 find x = 3 un4x = — 3 
die Wurzeln. Zu den beiden Gleichungen x+y = 8, x — y 
h=z 2 find X = 5 und y = 3 die Wurzeln. Zu den beiden 
Gleichungen x — y = 2, xy = 15 bilden x = 5 und y = 3 
eine Reihe von Wurzeln, und x=— 5 und y = — 3 eine 
zweite Reihe von Wurzeln. 

173. lg! r k I ä r. Aus zwei Gleichungen eine Unbekannte 
eliminiren, heisst aus ihnen eine neue Gleichung ableiten, 
welche diefe Unbekannte nicht enthält. 

174. Wenn man beide Seiten einer Gleichung mit glei- 
chen Grössen auf gleiche Weife verknüpft (namentlich auf bei- 
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den Seiten tjloiches addirt, Gleiches Tubtrahirt, beide mit Gbi- 
chem multiplicirt od§r dividirl), To bleibt die Gleichung richtig. 

Hyp. a=^b, c = d. 

Thes. B,^ tf=b /-^d, 
wo ^ das Zeichen einer beliebigen Verknüpfung ist. 

Beweis. Nach der Definition (No. 1) kann man in jeder 
Aussage statt jeder beliebigen Grösse eine ihr gleiche fetzen. 
Nun ist a "^ c = a ^ 0, alfo auch, wenn man auf der rechten 
Seite statt a die ihr gleiche b\ und statt o die ihr gleiche d 
fetzt, a '-^ c = b '^ d. 

175. Aus der Gleichung 

a + b = c 
folgt die Gleichung a = c — b, 

und umgekehrt aus der letzteren die erstem, oder „ein Stück 
schaiTt man weg durch Subtraktion, einen Subtrahend durch 
Addition^ (indem man nämlich die wegzuschaffende Grösse auf 
beiden Seiten der Gleichung fubtrahirt, oder addirt). 

Beweis 1. Wenn a -|-b = c ist, fo erhält man, indem 
b auf beiden Seiten fubtrahirt, 

a + b — b = — b, alfo . (nach 29). 

a = c — b. 
2. Wenn a = c - b ist, fo erhalt man, indem man b auf 
beiden Seiten addirt 

a + b = c — b+b, alfo 

a + b = c. (nach 28). 

176. Wenn b ungleich Null ist, fo folgt aus der Glei- 
chung a*b==c die Gleichung 

a = c : b 
und umgekehrt aus der letzteren die erstere, oder „einen Fak- 
tor, der nicht null ist, schafft man weg durch Divinon, einen 
Divifor durch Multiplikation^ (indem man nämlich mit der weg- 
zuschaffenden Grösse beide Seiten der Gleichung divldirt oder 
multiplicirt). 

Beweis 1. Wenn a*b==c ist, fo erhält man, indem 
man beide Seiten mit b dividirt, 
a^b : b = c; b, alfo 

a = c:b. (nach 133). 

2. Wenn a=c:b ist, fo erhält man, indem man beide 
Seiten mit b multiplicirt 

^ab = c:b.b=o (nach 130). 
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An merk. Auch den Minuend kann man als^Stück J>eti!achten 
was zu NuU addirt ist (nach 25) und den Dividend als Faktor, der , 
mit Eins multiplicirt ist (nach 52). 

177. Man kann die Vorzeichen aller Glieder einer Glei- 
chung umkehren. 

Beweis. Denn die Vorzeichen umkehren heisst (nach 84) 
init~ — 1 muUipliciren; multiplicirt man nun beide Gleichungen 
mit — 1, fo bleibt die Gleichung richtig (nach 174). 

178. Wenn beide Seiten der Gleichung Brüche Und 
(deren Zähler jedoch jiicht null fein dürfen), To kann man beide 
Brüche umkehren. 

Hyp. v-= ;r» Thes. — = — . 
''^ b d a c 

Beweis. Da ---=:-— fo ist 
D d 



b d 



d. h. (nach 141) 

i.A==i.i. 

a c 

oder (nach 71) — = — . 
a 

179. Erklär. Eine Gleichung mit einer Unbekann- 
ten heisst eingerichtet, wenn die rechte Seite die Unbe- 
kannte nicht enthält, jedes Glied der linken Seite ein Produkt 
ist, dessen Faktoren entweder alle, oder mit Ausnahme eines 
bekannten Faktors, gleich x Tmd, wenn ferner keine zwei die- 
fer Glieder den Faktor x gleich oft enthalten , jedes Glied, 
was den Faktor x öfter enthält als ein anderes, diefem voran- 
geht, und das erste Glied ausser 1 keinen bekannten Faktor 
enthält. Wenn dann das erste Glied n Faktoren enthält, fo 
heisst die Gleichung eine Gleichung n-ten Grades, und wenn 
ins Befonclere die linke Seite x felbst ist, eine Gleichung er- 
sten Grades. 

180. Au fg. Eine Gleichung mit einer Unbekannten x 
einzurichten. 

Aufl. Man schaffe alle Nenner (nach 176) weg, löfe die 
Klammern auf, die x enthalten, schaffe (nach 175) die Glieder, 

5 
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die X enthalten, auf die Unke Seite, die nicht x enthalten, auf 
die rechte, ordne (nach 82) in jedem Gliede die Faktoren fo, 
dass die bekannten Faktoren voranstehen, und die Faktoren x 
folgen, fasse dann (nach 77) diejenigen GUeder, welche x 
gleich oft enthalten, jedesmal in ein Glied zufammen, ordne 
(nach 47) diefe Glieder fo, dass jedes Glied, welches den 
Faktor x öfter enthält als ein anderes, diefem vorangeht; wenn 
dann der bekannte Faktor des ersten Gliedes null ist, fo lasse 
man dies Glied (nach 74, 25) fort, ist er nicht null, fo schaffe 
man ihn (nach 176) weg, fo ist nun die Gleichung eingerichtet. 

Beweis. Dass man alle diefe Verfahrungsarten anweif- 
den kann, ohne die Richtigkeit der Gleichung aufzuheben, 
folgt aus den angeführten Sätzen, und dass die Gleichung nun 
eingerichtet ist, zeigt die Vergleichung mit No. 179. 

Beispiel. Es fei gegeben 

+ ^ = ^^' 



bx -f ex 
Der Nenner bx + c weggeschafft 

a + ^ ^^^ "*" ^^ = fx (bx + c) (nach 176). 
ex 

Der Nenner ex weggeschafft 

aex 4- d (bx -f c) = fx (bx + c) ex (nach 176). 

Die Klammern aufgelöst, die x enthalten 

aex + dbx -f de = fxbzex + fxcex (nach 66). 

Die Glieder, die z enthalten, auf die linke Seite gebracht, die 

übrigen auf die rechte 

aex + dbx — fxbxex — fxoex = — de (nach 175). 

In jedem Gliede die Faktoren x auf die letzte Stelle gebracht 

aex -f bdx — befxxx — cefxx =r — - cd (nach 82). 

Die GHeder aex und bdx, weil fie x gleich oft enthalten, 

in ein Glied zufammengefasst, 

(ae + bd) x — bef xxx — cef xx = — od (nach 68 b). 

Die Glieder geordnet nach der An?ahl der Faktoren x 

— befxxx — cefxx + (ae + bd) x = - cd (nach 47). 

Endlich — bef weggeschafft 

■ cxx (ae + bd) x cd 

"^ X bef ~ bef 



Zweites Beispiel. 

a ex 

x + b^x— d"^' 

ex (x + b) _^r^ j.^ 

a(x^d) + cx(x + b) = cCx+b)(x - d) 

ax — ad + cxx + cxb = c (x + b) x ^ c (x + b) d 

= cxx + cbx — cxd — cbd 

ax + cxx — cxx + cxb — cbx-fcxd= - cbd+ad 

ax -f- cdx = — bod + »d 

(a + od) X = ad — bcd 

ad — bcd 

x= 1 — T-. 

a + cd 

181. Wenn eine gegebene Gleichung nach dem Ver- 
fahren in No. 180 eingerichtet worden ist, fo kann man aus der To 
erhaltenen eingerichteten Gleichung wieder die gegebene ab- 
leitend Namentlich wenn die eingerichtete Gleichung vom er- 
sten Grade ist, fo ist der durch sie gewonnene Werth der 
Unbekannten eine Auflösung (Wurzel) der geg. Gleichung. 

Beweis. Ich beweife zuerst, dass, wenn man durch 
Anwendung des Verfahrens in No. 180 aus einer Gleichung die 
nächstfolgende ableitet, man^ auch aus der letzteren wieder 
die erstere ableiten kann. Es besteht jenes Verfahren eines- 
theils darin, dass man statt der einen Seite eine ihr gleiche Grösse 
setzt, die fich nxxt durch Ordnung der Glieder oder Faktoren, 
oder Zur^mmenfassung derfelben unterscheidet. Aber dann 
kann man wieder statt der letzteren Grösse, die ihr gleiche 
erstere fetzen und erhält fo aus der letzteren Gleichung wie- 
der die erstere. 

Andernlheils bestehen die Umwandlungen darin, dass 
Grössen (nach 175 und 176) auf die andere Seite geschafft 
werden, in diefem Falle kann man aber (nach 175 und 176) 
jedesmal aus der letzteren Gleichung wieder die erstere ableiten. 
Folglich kann man in der Reihe der Gleichungen, zu welchen 
man durch das Verfahren von No. 180 nach und nach gelangt, 
aus jeder die nächstvorhergehende, alfo auch aus der letzten 
die erste ableiten. Ist diefe letzte vom ersten Grade, d. h. 
hat fie die Form z=A, fo kann man aus diefer Gleichung, 
wie fo eben bewiefen, die erste ableiten, d. h. x = A ist eine 
Wurzel der gegebenen Gleichung. 
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Anmerke Hieran schliessen fich Uebimgen aber Auflöfung d^r 
Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten. 

182. Wenn n Gleichungen gegeben find, welche eine 
Unbekannte z enthalten, und man aus einer dei: Gleichungen 
etwa aus der ersten, einen Werth A bestimmt, welcher statt 
X gefetzt diefer Gleichung genügt und z nicht mehr enthält, 
und man diefen Werth statt x in die (n — 1) übrigen Glei- 
chungen einfetzt, fo erhält man n — 1 Gleichungen, die nicht 
mehr x enthalten, und fügt man zu ihnen noch die Gleichung 
y==A hinzu, fo kann man aus diefen n Gleichungen wieder 
die n gegebenen ableiten. 

Beweis. Da x= A ein Werth ist, welcher der ersten 
der gegebenen Gleichungen genügt, fo heisst das, wenrt x = A 
ist, fo muss auch diefe erste Gleichung richtig fein, d. h. man 
muss aus der Gleichung x = A die erste Gleichung ableiten 
können; ferner aus den (n — 1) übrigen Gleichungen erhält 
man die n — 1 übrigen gegebenen Gleichungen, indem man 
überall i wo man A statt des ihm gleichen x gefetzt hatte, 
jetzt umgekehrt x statt A fetzt. 

V 183. Aufgabe, n Gleichungen mit n Unbekannten Xi, 
X2,- -Xn aufzulofen. 

Aufl. und Beweis. Man löfe eine der n Gleichungen 
nach einer der Unbekannten, z. B. nach x^ auf und fei 

(1) X, =Ax 

die Wurzel, fo enthält Ai nur noch die übrigen Unbekannten 
Xj, • • -Xq. Diefen Ausdruck Ai fetze man in die übrigen n— 1 
Gleichungen statt x^ ein, fo erhält man (n — 1) Gleichungen 
mit höchstens n — 1 Unbekannten, aus welchen Gleichungen 
man in Verbindung mit Gleichung (1) (nach 182) wieder die 
n gegebenen Gleichungen ableiten kann. Eine diefer Gleichun- 
gen löfe man nach einer diefer Unkekannlen,^ z. B. nach Xj . 
auf und fei "* 

(2) X2=A2 

die Wurzel, fo enthält A2 keine andern Unbekannten mehr als 
X3,-Xn. Diefen Ausdruck fetze man in die (n — 2) übrigen 
Gleichungen statt Xj ein, fo erhält man (n — 2) Gleichungen 
mit höchstens n — 2 Unbekannten , aus welchen Gleichungen 
man in Verbindung mit Gleichung (2) (nach 182) die (n — 
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vorhergehenden Gleichungen, aira in Verbindung mit Gleichung 
(1) und (2/ wieder die n gegebenen ableiten kann, und fo 
fahre man fort, Vis man nur noch eine Unbekannte, elwaxj^j 
übrig behält. Wenn man dann zuletzt nur eine Gleichung 
behalten hat, fo löse man diefe Gleichung auf, ihre Wurzel 
fei (n) Xa = An, 

fo enthält A^ keine Unbekannte mehr, und aus den n Glei- 
s^hungen (l),*** (n) kann man wieder die n gegebenen ab- 
leiten. Setzt man nun den gefundenen Werth A^ statt x^ in 
die /vorletzte Gleichung x^..! = A^-i ein, fo erhält man x^.^ 
durch lauter bekannte . Grössen ausgedrückt. Diefe beiden 
Werthe fetzt man in die (n — 2)te Gleichung statt x,^ .^ und 
Xq ein u. f. f., fo erhält man endlich die Werthe aller Unbe- 
kannten X|,-*-Xjj, und /da man aus ihnen, wie bewiefen, wie- 
der die n gegebenen Gleichungen ableiten kann, fo bilden diefe 
Werthe eine Reihe von Wurzeln der gegebenen Gleichungen. 
Anmerk.~'l. Es kann Yorkommen, dass, naohdem man auf diefe 
Weife z. B. von den Unbekannten xi, Xar^'^^n die m ersten jedes- 
mal durch die folgenden ausgedrückt hat) die nun übrig bleibenden 
n- — m Gleichungen keine Unbekannten mehr enthalten. Dann drücken 
diefe n — m Gleichungen die Bedingungen aus, unter denen die ge- 
gebenen Gleichungen möglich find, und wenn diefe Bedingungen 
erfüllt find, fo können die Unbekannten Xn-'-'^n willkürlich an- 
genommen werden; dann find aber die übrigen Unbekannten durch 
fie bestimmt. 

An merk. 2. Man nennt die oben angewandte Methode die Sub- 
stitutionsmethode. Sie ist die allgemeinste, aber in der Regel nicht 
die bequemste Methode. 

Beispiel 1. Gegeben feien die 2 Gleichungen 
(1) ax + by = c 
(2> ax + (9y = y. 
Aus der ersten folgt 

(3) y= __. 

Dies in die zweite eingefetzt giebt 
, - e — ax 

oder mit b multiplicirt 

abx + ßc - a/?x t= by 
(ob — a/?) x = by — ^c. 
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Hieraus findet man vermittelst der Gleichung* (3) 

abc — a /gp — aby + a/Jo 

äbb"^ a/9b 
«bc — aby ao^ — ay 



ctbb — a/^b ob — a/? 
r'i^ «0 — ay 

Beispiel 2. Gegeben feien die 3 Gleichungen: 

(1) x4-y + 8 = 6 

(2) 2x + 3y + 4z = 20 

. C3) 3x + 4yV68 = 29, 

Aufl. Aus der ersten s gefucbt: 

(4) « = 6 — x-y. 
Dies in (2) und (3) eingeführt giebt 

2x +3y + 4(6-x — y) = 20 
3x + 4y + 6 (6 — X — y) = 29 
oder die Klammern gelöst, die Glieder, welche x und y ent- 
halten, jedesmal in ein Glied zufammengefasst und die bekann- 
ten Glieder auf die rechte Seite gebracht 

C2 — 4)x + (3 — 4)y = 20 - 24 
(3 - 6) X + (4 — 6)y = 29 - 36. 
oder die Zeichen umgekehrt 

2x 4- y = 4 
3x + 2y = 7. 
Aus der ersten diefer Gleichungen folgt 

(5) y = 4-2x. 
Diefer Wwth in die zweite eingefetzt, giebt 

3x + 2(4 — 2x) = 7 
d.,h. (3 — 4)x+8 = 7 

oder (6) x = l. 

Diefer Werth in (5) eingefetzt, giebt 

y=4-2=2 
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und diefe beiden Werthe in (4) eingeführt, geben 

z = 6 — 1 — 2 = 3. 
Alfo ist X = 1, y = 2, z = 3. 

An merk. Wenn man die Gleichungen (1) und (ti) addirt und 
die Summe von (3) fubtrahirt, fo erhält man fogleich i = 3. Sub- 
Btituirt man diefen Werth in (1) und (2) und multiplicirt (1) mit 2, 
und fabtrahirt dies von (2), fo erh&lt man y=-^2\ und dann aus (1) 
x = l. 

Beispiel 3. (1) x + y + z = 9 

(2) x + 2y + 3z=20 

(3) 2x + 5y + 8z = 40. 
Aus der ersten erhält man 

(4) x = 9^-y-z. 
Dies in die zweite und dritte cingefetzt giebt 

. y + 22 = ll 
3y + 6z=22. 
Aus der ersten diefer beiden Gleichungen folgt 

(5) y=H-22. 

Dies in die zweite eingefetzt giebt i 

3(11 — 2z) + 6z = 22 
d. h. 33 = 22, 

was nicht möglich ist, alfo können die 3 gegebenen Gleichun- 
gen nicht zugleich bestehen. 

Beispiel 4. (1) x + y+z = 9 

(2) x + 2y + 3z = 20 

(3) 2x + 5y + 8z = 51. 
Aus der ersten folgt 

(4) X = 9 T- y ~ z. 
Dies in die zweite und dritte eingeführt giebt 

y + 2z=ll 
3y + 6z = 33. 
Aus der ersteren folgt 

(5) y=ll-2z. 
Dies in die zweite eingefetzt giebt 

33 — 6z + 6z = 33 
d. h. 33 = 33. 

Es ist alfo z unbestimmt und kann willkürlich gewählt wer- 
den; ist dies geschehen, fo find y und x durch die Gleichun- 
gen (5) und (4) bestimmt. 
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184. Aus 2 Gleichungen 

(1) ax + b = 

(2) cx + d=:^0 

eine der Unbekannten (x) zu eliminiren. 

Aufl. 1. Substitutionsmethode. Aus (1) ist 

= _ A 
a* 

Dies in die zweite eingefetzt giebt 

a 
oder ad — bc = 0. 

Aufl. 2. .Gleichsetznngsmethode. Aus (1) ist 
__^ 
a * 

Aus<2) ist x= . 

Alfo . ^^=^± 
. a c 

A d b A 

oder = 0, 

e a 

oder mit ac multiplicirt 
ad — bc = 0. 
Aufl. 3. Multiplikationsmethode. Man multiplicirt jede 
der beiden Gleichungen mit dem Koefficienten von x in dem 
andern, fo hat man 

aox -f bc = 
acx -f ad = 
Man fubtfahire die erste von der zweiten^ fo erhalt man 

ad — bc = 0. 
Ad merk. Wenn a und c Zahlen find, die ein gemeinfchaft- 
liches Maaes m haben, fo dass a==]np, c =: qm ist, fo braucht man 
bei ^er Multiplikationsmethode die erste Gleichung nur mit q, die 
zweite mit p zu multiplicircn und dann zu fiibtrahiren. 

185. Hyp. (1) x + y = a, 

(2) x-y=:b. 

Thes. x=*+-^ 

8 - b 

y=— öT-- 



„Aus der Summe (x + y) zweier Grössen x und y und der 
Differenz (x' — y) derfelben Grössen erhält man die erstere a 
durch Addition und Divinon mit 2, die letztere y durch Sub- 
traktion und Divifion mit 2. 

Beweis. (1) und (2) addirt geben 
2x = a + b, 

und (2) von (1) Tubtrahirt giebt 

2x = a — b, 

ir Ä — b 

alfo y = ~2~- 

An merk. Hieran schliessen fich UebUngen im Auflöfen vo'n 2 
und mehreren Gleicbnngen mit 2 und mehreren Unbekannten, und 
dann Hebungen im Anfetzen von Gleichungen. 

§. 10. Potenzen mit ganzem Exponenten. 

186. 187. Erklär. Eine Zahl mit einer ganzen 
Zahl potenziren heilest beide Zahlen To verknüpfen, dass, 
wenn die zweite niill ist, das Refultat 1 wird, und wenn die 
zweite um 1 wachst, das Refultat fleh mit der ersten Zahl 
multiplicirt, oder unter der Potenz a'^, gelefen a zur n-ten, 
versteht man diejenige Verknüpfung, für welche die Formeln 

(186) a^=l 
und , ^ (187) a"+^=a"a 

gelten. Man nennt a die Bafe, n den Exponenten der 
Potenz a^. 

Die Formeln in Worten ausgedrückt: 

„Jede Zahl mit null potenzirt giebt 1, oder statt 1 kann 
man' die nullte Potenz jeder Zahl fetzen.^ 

,,Statt zum Exponenten eine Eins zu addlren, kann man 
die Potenz mit der Bafe multipliciren,^ oder. 

„Statt eine Potenz mit der Bafe zu multipliciren , kann 
man zum Exp. eine Eins addiren.^ 

An merk. Wenn der Exponent ein zufammengefetztcr Aus- 
druck ißt, fo wird, beim Lefcn der Anfang und Scbluss des Expo- 
nenten durch die Sylben „zur" und „ten" schon hinreichend ange- 



74 (t»«> 

deutet; z. B. a^— « gelefen: a zur b imnu» c-ten, femer a^ (c— i) ge- 
lefen a zur b mal Klammer e minus ersten. 

188. a"-* = a»:a,(a ^ 0). 

„Statt vom Exponenten eine Eins zu Tubtrahiren, kann 
man die Potenz mit der Bafe dividiren,* oder „statt eine Po- 
tenz mit der Bafe zu dividiren , kann man vom Exponenten eine 
Eins fubtrahiren (vorausgefetzt, dass die Bafe nicht null ist).^ 

Beweis. a^-^ = a'*-*-a;a = a'»-*+^a (nach 187b). 

= a"* ; a. 

189. a^+* = a^a^ 

9 Statt mit einer Summe zu potenziren, kann nran mit den 
Stücken einzeln potenziren und die Potenzen multipliciren^, 
oder „Potenzen von gleicher Bafe multiplicirt man, indem man 
die Exponenten addirt und die Base unverändert Iftsst.^ 

Beweis (induktorisch in Bezug auf o). Angenommeni 
die Formel gelte für irgend einen Werth c, fo gilt fle auch 
für den nächst höheren c + 1 ; denn 

ab.4-(c^+i) = a^^^+^ = a^+^a (ntich 187). 

= a^ a*^ a (nach Annahme). 

=:a^(a^a) = a»^a«+* (nach 187b). 
Unter derfelben Annahme gilt fie auch für c — 1; denn 
ab+(c- 1) = a»>+^- ^ = a^+^ : a (nach 188). 

= a^ a"^ : a (nach A'nnahm'e). 

= a^ — = a^ a^ - ^ (nach 188 b). 

Alfo wenn Formel (189) für irgend einen Werth gilt, fo 
gilt fie für den nächst hofieren und den nächst niederen, alfo 
auch für alle tiöheren und alle niederen Werthe. Nun gilt lle 
aber für c = 0, denn 

a^+<> = a^ = a^ • 1 = a^ a<^ (nach 186). 

Da fie alfo für c = gilt, fo gilt fie nun auch für alle 
höheren (pofitiven) und alle niederen (negativen) Werthe alfo 
allgemein. 

190. a^-^ = a^•a^ 

„Statt mit einer Differenz zu potenziren, kann man mit 
den Gliedern einzeln potenziren und die Potenzen entfprechend 
dividiren^, oder „Potenzen von gleicher Bafe dividirt man. 
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indem man die Exponenten entsprechend Tubtrahirt und die 
Bafe unverändert Ifisst (vorausgefetzt, dass die Bafe nicht 
nuU ist)*^. 

Beweis, a^-* = a^-*^•a^:a^ = a^-*^+^•a^ (nach 189). 
= a^ : a^ 

191. a* = a. 

„Mit 1 potenziren ftndert nichts.^ 

Beweis. a^ = a®+^ = a"-a (nach 187). 

= l.a (nach 186). 

= a 

192. Eine Potenz a'^ mit ganzem Exponenten n, der 
grösser als eins ist, ist gleich einem Produkt aus n Faktoren, 
deren jeder gleich der Bafis a ist, d. h. 

n 

^ a'* = (a-a« • --a) 

[gelefen a mal a u. T. w. bis a, Anzahl der Faktoren n] na- 
mentlich ist N 
a* = aa. ~ 
Beweis 1. Die Formel gilt für n = 2; denn 
a2 = a*+^ = a^a (nach 187). 
= aa. ' (nach 191). 
2. So oft nun zum Exponenten ein Summand 1 hinzutritt, 
tritt zu der Potenz ein Faktor a hinzu, alfo erhält man ein 
Produkt aus fo viel Faktoren a, als der Exponent n Ein* 
heiten hat. 

^193. a--=-i,Ca^O). 

a 

„Die Potenz mit pontivem und die mit entsprechendem 
negativen Exponenten find reciproke. Werthe zu einander^ 
(vorausgeretzt, dass die Bafe. nicht null ist). 

Beweis, a-" = — ^ = ^ (nach 189). 

= T! = ^n (nach 186). 

194. (ab)'» = a'^b".- 

„Ein Produkt potenzirt man, indem man die Faktoren ein* 
zeln potenzirt und die Potenzen muUrplicirt,^ oder „Potenzen 



(nach Annahme}, 
(nach 188b). 
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von gleichem ^ Exponenten mullipliciri man, indem man die 
Baren multiplicirt und den Exponenten unverändert lässt/ 
Beweis (induktorisch in Beizug auf n). 

1. Es gelte Formel (194) für irgend ein n, fo ist 
(a.br+» = (ab)'^.(ab) (nach 187). 

= a''b° (ab) (nach Annahme). 

= a^a(b''b) = a°+*b'»^* 

(nach 187 b). 

2. Unter derfelben Annahme ist 

(a . b)« ^ = (ab)"^ ; (ab) (nach 188). 

^a^b^ 
~ ab 

= ?!. *! 

a b 

3. Nun gilt Formel (194) für n = 0, denn 
(a.b)«=l (nach 186). 

= l.l = a^b^ (nach 186 b).^ 

Alfo da fle für n = gilt, fo gilt de nach Beweis 1 auch 
f&r alle höheren und nach Beweis 2 für alle niederen Werthe, 
alfo allgemein. 

„Einen Bruch potenzirt man, indem man Zähler und Nen- 
ner potenzirt,^ oder „statt Zähler und Nenner eines Bruches 
zu potenziren, kann man den ganzen Bruch potenziren^. 

Beweis. (Y)" = (Y7b- : b« = (f b)":b" 

(nach 194). 
= a'^:b^ 
196. (a^)'^ = a^^ 

„Statt mit zwei Zahlen fortschreitend zu potenziren, kann 
man mit ihrem Produkte potenziren,^ oder, „statt mit einem 
Produkte zu potenziren, kann man mit dessen Faktoren fort- 
schreitend potenziren.^ 

Beweis (induktorisch fUr c). Es gelte Formel (196) für 
irgend ein o, fo ist 

1. (a^)*^+^ = (a^)*a^ (nach 187> 

=:a^®a^ (nach Annahme). 
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Tt 






(nach 189b). 




2. •(a'')«-»=(a''r:a^ 

= a''«:a''' 
_.^b«-b 


(nacb 188). 
(nach Annahme), 
(nach 190b). 


J 


3. Nun gilt Formel (196) für € 
(a'>r = l 
= a«' 
= a'">. 


1 = 0, denn 

(nach 186). 
(nach 186 b). 



Alfo u. f. w. 
19^. (a^)^ = (aO^ 

„Die Ordnung, in welcher man fortschreitend potenzirt, 
ist gleichgültig. für das Refultat.^ 

Beweis, (a;^) ^ = a^^ (nach 196). 

= a^^ = (aO^ (nach 196b). 

198. 0'^ = 0(n>0). 

„Null mit jeder pofitiven Zahl potenzirt giebt wieder nuH^. 
Beweis 1. Es fei ii = l, fo ist 

0^ = . (nach 186). 

2. Es fei n > 1, fo ist 

0'^ = [0.0^..0] (nach 192). 

= (nach 57). 

199. l'*=l. 

Eins giebt mit jeder Zahl potenzirt wieder Eins. 
Beweis (induktorisch in Bezug auf n). Es gelte die 
X Formel für irgend ein n, fo ist 

1) l» + i = l».l (nach 187). 

= 1*1 (nach Annahme). 

= 1. 

2) p-i=l^;l (nach 188). 

= 1:1 (nach Annahme). 
= 1. 

3) Die Formel gilt für n = 0, denn 
1<>=1 (nach 186). 

Alfo u. f. w. 

200. (-1)2»=1. 



(nach 196 b). 


1)]» 


(nach 192). 




(nach 199). 





(nach 187). 




(nach Bew.' i). 




(nach 75). 



aoi. (-1)*" + * = — 1. 

^ — 1 giebt mit jeder geraden Zahl potenzirt 1 und mit 
jeder ungeraden — 1.* 

Beweis 1. (— 1)2'^=[(- 1)»]»» 
= [(-!)(- 

= 1.(-1) 

202. (— a)2^ = a^". 
208. (-a)2»+* = — a^^+n 

^Potenzen von entgegengefetzter Bafe und gleichem Ex- 
ponenten flnd einander gleich , wenn der Exponent gerade, 
einander entgegengeretzt, wenn er ungerade ist.^ 

ßeweis. (- aV" = [a(— l)]^" (nach 75). 

= a2H— 1)'" (nach 194). 

= tL^'i (nach 200). 

^a''^ (nach 52). 

(- a)>"+ * = (— a)^^ (- a) (nach 187). 

= a^" (— a) (nach Bew. 1). 

= — a^«» a (nach 75). 

= _-a2~+^ (nach 187b). 

204. (a + b)* = a^ + 2ab + h\ 

^Das Quadrat einer zweistückigen Grösse erhält man, in- 
dem man zu der Summe der Quadrate beider Stücke das dop- 
pelte Produkt diefer Stücke addirt. ^ , 

Beweis (aus No. 81 und 192). 

205. (a - b)2 = a' - 2ab + b^ 

,,Das Quadrat einer Differenz erhält man, indem man von 
der Summe der Quadrate beider Glieder das doppelte Produkt 
diefer Glieder Aibtrahirt. ^ 

Beweis (aus No. 81 und 192). 

20«. (a + b)(a--b) = a^- b^ 

„Das Produkt der Summe und Differenz zweier Grössen 
ist gleich der Differenz der Quadrate diefer Grössen^, oder 
„die Differenz der Quadrate zweier Grössen ist gleich dorn 
Produkte aus der Summe und der Differenz der Bafen.^ 

Beweis (aus No. 81 und 192) 



i 
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i. 11. Potenzreihe, Systemzahl, Decimalhrfiohe. 

207. Erklär. Die Reihe 

«'^ + bx"-* 4- cx»-2 H 

heisst Potenzreihe, z ihreBa^Te, a, b, c,- • • die Koefficien- 
ten, und ^war a der Koefficient von z% oder der zum 
Exponenten & gehörige Koefficient u. f. w. Wenn eine Po- 
tenz in einer Potenzreihe nicht vorkommt, To fagt man, ihr 
Koefficient sei null. In zwei Potenzreihen von gleicher Bafe 
nennt man die zu gleichem Exponenten gehörigen Koefficien- 
ten einander entsprechend. 

Beispiel. 10^ + 7 — 3« 10"^ ist eine Potenzreihe mit 
der Bare 10. Wenn man die Potenzreihe auf die vorgeschrie- 
bene Form bringt, fo lautet fie 

1103 + 0-102 ^ 0.10^ + 7-10« + 0-10-1 ^ (_ 3). 10-2 
Die Koefficienten, welche zu den Exponenten von 3 bis —2 
gehören^ find alfo 

1, 0, 0, 7, 0, - 3, 

208. Zwei Potenzreihen von gleicher Bafe addirt man, 
indem man die entsprechenden Koeffidenten addirt (und die 
zugehörigen Potenzen unverändert lässt), d. h. 

(ax« -f bx«-i +•••) + (ax^ + ß^""^ ' +" •) = (a +a) 
x^ + (b+>)x"-i+... 
Beweis aus 48, 47, 68b. 

209. Von einer Potenzreihe fubtrahirt man eine Potenz- 
reihe von gleicher Bafe, indem man von jedem Koefficienten 
der ersteren den entsprechenden der letzteren fubtrahirt (und 
die zugehörigen Potenzen unverändert lässt), d. Ih. 

(ax° + bx°-^ + • — (ax^ + /5x«-i + . .) = (a — a) x^^ |- 
(b--^Jx"-^+... 
Beweis aus 49, 47, 30b, 69b. 

210. Eine Potenzreihe von der Bafe x rnjultiplicirt man 
mit ax°^, indem man jeden Koefficienten derfelben mit a mul- 
liplicirt und zu jedem Exponenten "* addirt, d. h. 

(ax^ 4- bx°^-i )«x° = aax™ + " + bax™ + " :* + • • • 

Beweis aus 80, 82, 83, 194b. 

211. Eine Potenzreihe von der Bafe x dividirt man mit 
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ax'^y indem man jeden Koefficienten derfelBen mit a dividirt 
und von jedem Exponenten n fubtrahirt, d, h. 

212. Zwei Potenzreihen von gleicher Bafe multiplicirt 
man mit einander, indem man (nach 210) die eine derfelben 
mit jedem Giiede der andern multiplicirt und die erhaltenen 
Potenzreihen (nach 208) addirt, d. h. 
(ax** +^bx"*-i + cx°*-» H ) (ax^ + ßx"^ + yx'^-* H ) - 



= aax"»+ * + ba I x"* + "-1 + ca 

+ aiJlx«^ + '^-i + bi? 

+ ay 






= aax"^+^ +(ba + aiJ)x°^+^-^+(ca + biJ + ay)x°^+'»-*+. •- 
Beweis aus 80, 210, 208. 

An merk. Man erhält den zu irgend einem Exponenten, z. B. 
m-f-n— 2 gehörigen Koefficienten, indem man je 2 Koefficienten (der 
gegebenen Keihen), deren zugehörige Exponenten zur Samme jenen 
Exponenten m + n — 2 haben, mit einander multiplicirt und die fo 
erhaltenen Produkte addirt. 

213. ^Eine Potenzreihe (A) dividirt man durch eine an- 
dere (Bj) indem man mit dem ersten Giiede des Divifors in 
das erste Glied des Dividend dividirt und das Refultat (C) als 
erstes Glied des Quotienten fetzt, mit dierem Giiede dann den 
ganzen Divifor multiplicirt, das erhaltene Produkt von- dem 
gegebenen Dividend fubtrahirt, den Rest aufs Neue durch den 
Divifor di\idirt, und den To gefundenen Quotienten zu dem 
zuerst gefundenen addirt, d. h. 

A A — BC 

B ^ B 



Ml ^ — BC CB , A — BC , i_ Joo-\ 
C+ —^ — ^b" "^ ~B~ C"a<=h 133). 



Beweis (rückschreitend). 

B ^ 
_ BC + A — BC 

B 
_ A^ 
B 
Beispiel. 
X + d) X* + 4x« + 6x* + 4x + 11 x' 

x* + x^ I 

3xä + 6x« + 4x + 1 



(nach 143, 72, 30). 
(nach 23, 29). 
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alfo »* + 4x» + 6x» + 4x + 1 _ , 3x' + 6x' + 4x + l 
X + 1 — X + X + 1^"^ 

Setzt man dies Verfahren fort, indem man es jedesmal auf 
das letzte Glied des gefundenen Quotienten anwendet, fo er- 
halt man 

X -f 1) 3x» + 6x' + 4x + 1| 3x» + 3x + 1 
3x»4-3x' 

3x* + 4x + 1 
3x» + 3x 

x+l 



alfo 

(x* + 4x» 4- 6x* + 4x + 1) : (x + 1) = Js' + 3x» + 3ä + i. 
Beispiel 2. 

x-2) X*— 8x» + 24x»-32x4-17|x»— 6x» + 12x— 8+— — 

I X— 5» 

X*— 2x» 



— 6x» + 24x»-32x+17 
-6x» + 12x» 

12x»^ 32x4-17 
12x» — 24x 

. — 8x+17 
-^8x + 16 
1 
Beispiel 3. 

x — a) X«- a*| »*4-ax»4-a*x4-a^ 



-a» 


4- 


ax» 
ax» 


-a»x» 




-a* 






4-a»x> 
a»x» 


-a»x 


-a* 
-a* 








4-a^x 
+ a»x 



An merk. Bei der Ausfiihning der Divifion kann man Heb 
mancherlei Abkürzungen erlauben, welche durch das folgende Schema 
2u Beispiel 2 verfinnlicht find. * -' 

6 
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X — 2) X*— 8 
—2 


x» + 24 
+ i2 


x»-32 


x + 17x'~6x» + 12x— 8 


— 6 




12 


—24 


+ 16 






^8 





1 

An merk. Es schliessen fich hieran Üebungen über die Rech- 
nungen mit Potenzreihen in Zahlen und Bachstaben. 

äl4. Erklär. Wenn die Bafe x einer Potenzreihe 
eine ganze Zahl und grösser als t ist, die Koefficienten aber 
ganze Zahlen^von bis x — 1 find, To hersst die Potenzreihe 
eine Systerazahl, und zwar eine dekadische, wennx=10 
ist. Mian schreibt fie, indem Aian nur die Koefficienten v^n 
der höchsten Potenz an nach der Reihe bis ^ur O-^ten Potenz 
hiBschreibt, und wenn noch Potenzen mit negativen Exponen- 
ten vorkommen, To setzt inan hinter den Koefficienten von 
x^ ein Komma. Im letztem Falle nennt man diefe Ausdrücke, 
wenn 10 die Bafe ist, Decimalbrüche. 

Frage. Was bedeutet 310, 501 in dem Zahlenfystem, 

3 
dessen Bafe 6, 7, 8, 9 ist? Wie schreibt man 2x^ + —^ als 

Systemzahl, dessen Bafe x ist? 

215. Decimalbrüche addirt oder Tubtrahirt man, indem 
man fie fo schreibt, dass Komma unter Komma steht, die feh- 
lenden Stellen durch Nullen ergänzt, wie mit ganzen Zahlen 
rechnet, und in dem Rerultat das Komma an derselben Stelle fetzt. 

Beweis in No. 208 und 209. 

216. Einen Decimalbruch multiplicirt oder dividirt man 
mit 10°", indem man das Komma um m Stellen nach rechts oder 
links rückt* 

Beweis, (a 10^ + b lO^-^ + o-lO"-* -f. .'•) 10"» 

= alO° + °» + h lO^ + '^-i + 10"+°>-^ -j (nach 210). 

d. h. während vorher die Ziffer a vom Komma um n Steilen 
nach links lag, liegt fie jetzt um n + m Stellen nach links; 
alfo muss das Komma um m Stellen nach rechts gerückt fein. 
Eberifo' folgt aus No. 211 der Satz für die Divifion. 

217. Decimalbrüche multiplicirt man wie ganze Zahlen und 
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giebt dem Refultate fo viel Decimalstellen, als die Faktoren 
zufammen enthalten. 

£s feiw A und B die Decimalbirfleh'e, a, ß did ^n8«y 
ihrer Decimalstellen, fo ist . ' ' 

AB=: '" , ■ (nach 133). ' 



10«+^ 
ABJO^jO^. 
10« + ^.' 



10« + ^ 



(nach *89).' ' 'J 
- (nach 73, toi)). 



A 10 erhält man, indem man dus Komma ]}m a Stellen 

nach rechts, d. h. ans Ende rUckt, ebenFo erhalt man 8*10 , 
indem man das Komma um ß Stellen iiach rechts, alfo an das 

Ende rückt; alfo erhält man (a 10^) (b 10^), ind^m map d^^ 

DecimalbrCU^he wie ganze Zahlen multipticirt; und mit iO 
dividiren heisst (nach 216) a + /? Decintalstellen abschneiden. 

218. Becimalhrüche dividirt man, indem mah dem, der 
weniger DecimälsteÜen enthält, fo vid Nullen ahhängt, bis ei^ 
ebenfoviel Decimalstellen enthält, wie der andere unfl 'dann 
wie mit ganzen Zahlen dividirt. ' 

Beweis. Die angehängten Nullen ändern nichts. Haben 
nun A und B gleich viel, etwa p Decimalstellen, fo ist 

A^AlQP 
B~B10P 

d. h. u. f. w. 

219. Etitbik npr der Dividend; Decimalstellen, fo kann 
man ihn wie eine gan^e Zahl dividiren und dem Quotienten 
(o viel Decimalstellen geben, wie dem Dividend 

A AlOP 



B 



lOp, d. h: 



220. Wenn ein Quotient — als Summe einer ganzen 



6* 
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r 

Zahl q und eines ächten Bruches— dargestellt ist, To nennt 

man c( die ganze Zahl des Quotienten und r den ächten 
Rest desselben. 

221. Um einen gewöhnlichen Bruch — in einen De- 

cimalbruch zu verwandeln, Tetzt man hinter den Zähler ein 

Komma und hängt ihm (o viel (n) Nullen an, als der Decimal- 

bruch Decimalstellen haben Toll, und dividirt dann nach No. 

219. Wenn dann q die ganze Zahl und r den ächten Rest 

a 10** r 

des Quotienten a 10° : b bezeichnet, (d. h. — r-— = q -f- —- ist, 

wo r •< b), fo ist 

b "^^0« + b-10« ^- b 10- 
\ . Beweis 1. Nach ider Hypothesis ist 

alfo -nach 176 

., , 2. Da ferner r als achter Rest kleiner als der Divifor b 
i^t, ^0 ist (Dach 85) b — r pofitiv, alfo auch (nach 153) 

^J^'pontiv; dies ist aber 



V 



blO» blO» 
10»' b-lO» 



(nach 144). 
(nach 137). 



= 7K.^ili-4%>- TTTTTn (««ch 29)- 



10» ^10» 10» b-lO» 

===:3-r|l^^i (nach Beweis 1). 

Folglich, da der fo g<^fuadene Ausdrück pofitiv ist, fo 
ist (nach 85) 
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Beisp 


iel 1. 


7 1 1,000000 |0,d42837 
7 

30 
28 

20 

14 

60 

56 . . > 
. 40' 
35 
50 

49 \ it ' ■ 
1 


üKo 


1 

7 


-«'^^28^7 + köööö- 



! 

2. 11 I 1,00 1 0,09, alfo ^ = 0,09 + f/gö- 

~1 ••;..■• 

1 1 

Anmerk. Da -i^r = 0,142857 + -y- : 1000000 ist, fo>?drd, wenn 

man hierin wieder statt i^ denfelben Werth fetst, 

-^ = 0,142857140857+4" ' ^^" 
n. r. w., fo dass alfo diefelben 6 Zi£(ern im, Quotienten stets ^^€^<jier- 
kehien, aber dann noch stets ein Rest bleibt, nämlich, nachdem fie 

n-mal wiedergekehrt find, der Rest tj- : 10^>». 

222. Erklär. Man rejjj^t ßinejn nnbegräna^tj^n (ins 
Unendliche fortlaufenden) Decimali»ruch einer Grß^e x gleich, 
wenn jeder abgebrochene Werth. df$ Decimalbruchs (d. h. 
der Werth, welcher hervorgeht, wenn man in dem Deoimal- 
bruch von einer gewissen Stelle ab alle folgenden. Decimal- 
stellen auslässt) zwar kleiner ist als x, aber stets grösser als 
X wird, fobald man feine letzte Ziffer um 1 erhöht. 

Beispiel. Der Bruch -=- ist, airo (nach 220> gleich drai 

unbegränzten Decimalbruche "/' 

0,142857 142857... ' 

wo die Ziffern 142857 unendlich oft wiederkehren. 
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223. £ r k I ä>. Xin unbegränzter Dezimalbruch heisst 
periodisch, wenn in ihm von einer gewissen Ziffer ab stets 
diefelben Ziffern in derrelben Reihenfolge wiederkehren; diefe 
Ziffern zu einer ganzen Zalil geschrieben bilden eine Periode. 
Wenn in einem periodischen Decimalbruche noch zwischen dem 
Komma und der ersten Periode Ziffern stehen, welche nicht 
mit zur Periode gezählt werden können (von denen alfo die 
letzte verschieden ist von der letzten Ziffer der Periode), fo 
heissen diefe vorperiodische Ziffern. 

z. B. y = 0,142857 142857. • • hat die Periode 142857 
und keine vorperiodischen Ziffern, dagegen 

^ = 0,04545... . 

hat die Periode 45 und eine vorperiodische Ziffer, nämlich Ö. 

224. Ein begränzter Dezimalbruch ist gleich einem ge- 
wöhnlichen Bruche, dessen Zähler fämmtliche Ziffern des De- 
cimalbruches zu einer ganzen dekadischen Zahl zufammen- 
gefüg^ ejQthält, Hqd dessen Nenner die To vielte Potenz von 
10 ist, als der gegebene Decimalbri^ch Decimalstellen hatte, 
d. h. wenn a eine Grvppe von p Ziffern und b eine Gruppe 
von q Ziffern bezeichnet und a | b ausdrückt, dass diefelben 
zu einer ganzen dekadischen Zahl zufammengefügt werden 
folgen, fo ist der Decimalbruch 

, _a[b 
*'*^""10^* 

Bewbls 1 aus dem Beispiele 3,572. Es ist 

y 3^572:^3,572.1000:1000 (nach 133). 

''■ = 3572 : 1000 (nach 219). 
2. • AIIg;emeirt. Es ist 

a, b = (a, b). 10<i : m (nach 133). 

= afb;10^ ' (nach 216). 

225. Ein periodischer Decimalbruch, welcher keine vor- 
p^flriodisohen Ziffern enthält, ist gleich einem Bruche, dessen 
Zähler die Periode und dessen Nenner eine dekadische ganze 
Zahl ist, die aus fo viel Nejüinen besteht, als die Periode Zif- 
fern enthält, z. B* der periodische Decimalbruch 
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•••) er 

0,14285711428571 :.. = ?^ . ;; 

oder allgemein . 

wo a die Periode und p ihre Zifferzahl ist. 

Beweis 1 (an dem Beispiele). Es fei ' ^ ' '^ 

x=i 0,142857 1142857 f*- 
Man multiplicire diefe Gleichung mit 10^ fö wird 

X 10« = 142857, 14!»57 1 442857] • • • (nach 216), 
Hiervon die obige Gleichung 

x= 0^1428571 142857 1.- 

abgezogen, giebt nach 215 

X 10«— x = 142857, 

d, h. x(10«— 1)= 142857 (nach 52, 67b). 

142857 

x=: (nach 176). 

10«~1 

_ 142867 . 

"999999 • 

2. Allgemein. Es fei, wenn a die Periode mit p Ziffern 

ist, x = 0, aja| • • • 

Man multiplicire diefe Gleichung mit 10^, To wird 

x*10P = a, a|a|* • • (nach 216), aber auch 

X = 0, a| a| • • (nach Anüahttie)^ -alfo 

X lOP .— X == a . (nach 215), d. h. 

X (lOP - 1) = ft . (nach W, 67«. . , ,; !, 

2^6. £in periodischer DeciinaUruch mit vorperiodischen 
Ziffern ist gleich einem Bruche, dessen Z&hler man erhftlt, 
ind^ih man die vorperiodischen Ziffern und die erste Periode 
zu einer dekadischen ganzen Zahl zufammenfügt und von dierer 
Zahl di^ Varperiode Tubtrahirt, uftd dessen Nenner man erhftlt, 
indem man an To viel Neunen, als die Periode Ziffern hat, fo 
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viel Nullen hftngt, als vorperiodische Ziffern vorhanden wa- 
ren, . z. B. 

0,35|278|278|...- = ^, und allgemein 

wo a eine Gruppe von p Ziffern, b die Periode von q Ziffern 
bedeutet und a|b ausdrückt, dass die Ziffern von b der Reihe 
nach hinter djie von a geschrieben werden Tollen. 
Beweis i (an dem Beispiele). Es fei 

X =0,35 1 278 1278|... 
Man multiplicire diefe Gleichung mit 100, To wird 
X . 100 = 35,278 1 278 . • . (nach 21€). 





=^35 + 999 




(nach 225). 




35-999 + 278 
~ 999 




(nach 135, 143). 




35(1000 — 1) + 278 35000 — 35 + 278 




999 




999 


■M 


35278 — 35 
■~ 999 ' 






airo 

1 ,f. • 


35378 — 35 
.*~ 99900 




(nach 176). 


2. 

wo a, 
plicire 


(allgaaein). £s fei 

x = 0,i 
1» die oben angegeben« 
diere Gleichung mit i 


i|b|b|... 
) Bedeutung 
10 P, fo ist 


haben. Man multi- 




xlO'=»,b|b|-'- 




(nach 216). 


i 


b 


1 


(nach 225). 



> (10«» - 1) 4- b 

io«j - r 



(nach 133, 143). 



» 101 — » + b 

"101-1 (nach 67). 
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Da nun alO« + b = a|b ist (nach i208), fo ist 

<n» alb — a 



♦227. Jeder reducirte Bruch ( — \ dessen Nenner keine 

andern Primfaktoren als 2 nnd 5 enthftlt, ist gleich einem be* 
grftnzten Decimalbruche; und zwar enthält diefer n Decimal- 
stellen, wenn einer der Faktoren 2 und 5 in dem Nenner (d) 
des gegebenen Bruches n-mal als Faktor enthalten ist, und 
keiner von beiden öfter als n-mal. 

Beweis. Nach der Hyp. ist d ein Produkt zweier Po- 
tenzen von 2 und 5 und der höchste Exponent dieser Poten- 
zen n. Es können alfo entweder beide Exponenten gleich h 
fein, oder der von 2 gleich n, der andere kleiner als n, oder 
der von 5 gleich n, der andere kleiner als n. 

1. Es fei d = 2« 5^ fo ist 

X=^'5n=iJa (nach 194b). 

d. h. da zu d pMmllr ist, alfo keinen Fdrtor 10 enthülty 
gleich einem Decimalbruche mit n Decimalstellen. 

2. 9ß fj?i d = 2*^ 5°», wo n > m, fo ist 

^ = ^ = i^^^ra- (nach 137J. 

= ^J (nach 189b). 

= ^-iöS~ (nach. 194b). 

Da c 2Q d primär ist, alfo keinen Faktor 2 entbllU, {& 
enthält c-5^~~"^ keinen Faktor 10 mehr, es ist alfo -^ gleich 

einem Decimalbruche mit n Decimalstelien. 

3. Es fei a==:5'2"' wo m>*n, fo ist aus demfelbeh 

Grunde wie in Bewj 2, nur dass man 2 und 5 vertauscht ~ 

d 

gleich einem Decimalbruche mit n Decimalstellen. 
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*228. Jeder reduoirte Bruch ^, dessen Nenner wenig- 

stens einen von 2 und 5 verschiedenen Primfiiktor enthält, ist 
gleich einem periodischen Decimalbruche. 

Beweii 1 (indirekt). — kaw nicht; Qihem begränzten 
Decimalbruche gleich Tein. Denn angenoeimen -- Tei' gleich 

dem begränzten Decimalbruche -,^-^y und Tel ferner m dks 

grösste gemeinschaftliche Maass von « und 10^^, und sei a = 
loy, 10P = mJ, fo ßnd (nach 1}5) y und 3 zu einander pri- 
mär. Dann ist 

c y 

Alfo find die beiden recbieirtea/ Brüche-^ und -4- einander 

gleich, alfo (nach 138 Aufgabe) \ = 3; da nun 3 in 10p auf- 
ging (nämlich m-mal), fo muss auch d in 10^ aufgehen, kann 
alfo (nach 129) keine andern Primfäktoren enthalten als 2 und 
5, dies ist gegen die Hypothefis, alfo ist die Annahme unmög- 

lioh, d. h. es kann — aieU einem begrftnMen Decimalbm^he 
gleich fein. ,' .' 

2. Es fei der ächte Rest des Quotiofiten —77.— mit r,^ be- 
zeichnet und der von --r mit r, fo müssen diefe Reste un- 
d 

c 
gleich Null fein, weil fönst (gegen Beweis 1) — einem be- 

• gränzten Decimalbruche gleich wäre. Betrachtet man nun die 
d ersten Reste, nümlich r, r^, r^,* • 'U^u foiköAnen diefe nicht 
alle von einander. verschieden fqin, denn da fie flle kleiner 
als d und pofitiv find, fo können unter ihnen keine andern 
Zahlen als die ganzen Zahlen von i his d «-^ 1 vorkommen ; 
die Anflahl derfelben ist nur. d — 1, folglioh müssisn .unter 
jenen d Resten mindestens zwei einander gleich fein. Es fei 
angenommen, däss unter jenen Resten r, ri,-*rd-.i 
: •.rp = rp-i-q . . .■ ' ' :: 
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ist. Nun fei, da fp der ächte Rest des Quotienten • . ist^ 

^ J d ^^ d' - 

wo alfo (nach 220) g eine ganz^' 2aKl und -^ ein ächter 

Bruch ist. Multiplicirt mttn diefe. OteibhiUlg' mit 10 S fo er^ 
hält man 

^.l}^ = g loa + Vl1£! („ach 136, 189b). 



Nun fei 






wo b eine ganze Zahl und -^ ein äci^ter B^jo^ ßsiy.to is^, 
indem man diefen'Werth in die YoHge Gleichung einfetzt, 

airo da hierglO^ + h eine ganze Zahl und *^<eiq ächler 

Bruch ist, To ist (nach 220) z der ächte Rest der Quotienten 

' — . Der ächte Rest diefes Onotienten fplite aber nach 

der Annahme gleich rp-fq = rp feia; alfo x :s: rp. Setzt 
man dies in die Gleichung (**J ein, fo wird 

iL_ = b+-^, alfo • . . ^ 

'L?(ioq'_l) = b (nach 136, 175, 52, 67b). 

"•"• ^ = lÖäirr (nac^'176). ^ . 

— 0,b|b|-- (naoh 2%i 
Setit man diefen Wertk ia Gleichanf '(*) ein, fo erhftlt 

man 5_t^=g + o,b|b|. • • = g, »f\.|- ■ • 

Es fei die Gnippe der letsteh pZlifferrider dekadischen 
Zahl g mit a bezeichnet und die Gruppe de^' Torkwrgiehendea 
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Ziffern mit f (wo f=0i8t, wenn keine Ziffern der Gruppe a 
vorhergehen), To dass alfo 

g = f|a 
ist, fo ist 

_— = f|a,b|b|---- 

tUb da a eine Gruppe von p Ziffern ist, 

-J = f,a|b|b| (nach 216). 

alfo -Y- periodisch q. d. e. 

d 

^229. Jeder periodische Decimalbruch 0, a|a| • • * ohne 

vorperiodische Ziffern ist gleich einem reducirten Bruche — , 

in dessen Nenner weder 2 noch 5 aufgeht. 

Beweis 1. Es fei p die Anzahl der Ziffern der Periode, 

fo ist 0, a|a| = ^Qp^_^ (nach 225). 

Nun fei m das grösste gemeinschaftliche Maass von a und 
10«» — 1 , und fei 

a=me 

lOP — l=md, 

foi*» 101^ = ^ = 1 (»»«"137). 

alfo da (nach 115) c zu d primär ist, fo ist —(nach 138) ein 

a 

reducirter Bruch. 

2. Angenommen nun, 2 gehe in dem Nenner d desselben 

auf. Aus der obigen Gleichung 

10P-l = iij^ 
findet man 

lOP — md= 1 (nach 175). 

Da nun 2 in 10, alfo auch in W^ aufgeht, und nach der 
Annahme auch in A,. alfo auch in md (nach 104), fo geht 2 
auch in der Differenz, alfo in 10^ — md auf (nach HO), d. h. 
in 1, was unmdglich ist. Alfe ist die Annahme unmöglich, 
d. h. 2 kfmn in d nicht aufgehen. 
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3. Aus demrelben Grunde kann auch 5 in d sichl auf- 
gehen. 

$.12. Zahlvergleicliung, besonders iß Bezug 
ai^ das Potenziren. 

330. Hyp. a ^ b. 

Thes. 1) a + Ob + c. 

Thes. 2) a — c > b — ?. 

281. Hyp. a>b,c>0. 
Thes, 1) ac>bc. 

Thes. 2) — >~> 

CO' 

282. Hyp. a > b, a > 0, b >^ 0, c > 0. 
Thes. a^>b^ 

^Eine Vergleichung ändert sich nicht, wenn man auf bei- 
den Seiten gleiches addirt oder fubtrahirt, beide Seiten m|t 
gleichen poHtiven Zahlen multiplicirt, dividirt cnier potenzirt,^ 
vorausgefetzt, dass in letzterein Falle die beiden Bafen po- 
fitiv find.* 

Beweis zu 230. a + o — (b + c)=^a + c— -b — c = 

a — b. Aber nach Hyp. ist a>b, alfo ^ — h (nach 85) po- 

fitiv, alfo auch das ihm gleiche a + o — (b -f p), d. h. (nach 

85) a + > b. + c. Ebenfo ist. 

a — — (b — c)=a — c — h + o = a — b, 

alfo a — e — (b — c) poHtiv, d. h. a >- o > b — o. 

a 1 

Beweis zu 231. ac>bo (nach 97), ferner— = a — 
. ., j c c 

(nach 52 und 139 b) und ebenfo — =b — . Da nun (nach 



154) der Satz 97 auch für Brüche gilt, fo ist 
a— > b — ^ d. h. -^ > — . 

, C 

Beweis zu 232. Wenn c = l ist, fo ist die Verglei- 
chung a^^b^ identisch mit der* JlypotheSis a>"b; wenn 
o^-,!, fo ist a"" ein Produkt vfln o Faktoren a (nach 192), 
alfo (nach 99) grösser als das Prod|ikt von o Faktoren b, d. h. 
grösser als b®. 
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98a. Hyp. k > 0, a > 0, h ^ 0, o >f 0. . . 

Thes. — >-^. 
b 

„Vo^ zwei Brüchen mit j^Ieichem Zähler ist derjenige der 

grössere, der den kleineren Nenner hat^ (vorausgefetzt/dass 

die Zähler und Nenner poHtiv find). 

Ba a ab — ao /* ' i. j^/*-^ 

eweis. -r- = — r (naeh 146). 

c b bc 

Da nun b ^ o und a poßtiv sind, fo ist (nach 231) ab ^^ 

ao, d. h. (nach 85) ab — ac pofitiv , und da ferner b und c 

pontiv find, fo ist (nach 93) auch bc pofitiVy alfa in dem Bruche 

— Zähler und Nenner poDtiv, alfo auch der Bruch po- 

a a 

fitiv (nach 153), alfo auch dasi ihm gleiche ^-r-? ^» h« 

c b 

b 

284. Hyp. a^b, c<:0. 

Thes. 1) ac-< bc. ^ 

Thes. 2) — < — . 
^ c c 

aSS. Hyp. a >• b, a > 0, b >- 0, c <^ 0. 

Thes. a*<: b^ - 
„Eine Vergleichung kehrt fich um, wenn man fte mit glei- 
chen negativen Zahlen multiplicir!, divrdirt, potenzirt, voraus- 
gefetEt, dass ki letzterem Falle die beiden Bafen pofitiv find. 
Beweis zu 234,, Es fei o= — y, alfo y poOtiy, fo ist 
bc — ac = b •( — y) — a (— y) = — by — ( — ay) 

(nach 58). 

= — by + ay = (a — b) y (nach 47 u. 69) 

Da nun a > b, alfo a — b (nach 85) pofitiv ist und auch 

y pofitiv ist, fo ist auch das Produkt poHliv (nach 93), alfo 

auch das ihm gleiche bc — ac poHtiv^ d. h. ac <^ bc. Ebenfo 



wenn man statt c fetzt -r-. 




Beweis zu 235. Auch hier fei c^s- 


- y, alfo y pofitiv, 


fo ist a*^ = a-y = -^ 

a/ 


(nach 193). 



Da nun (nach 232) a^ :> b*' ist, To ist ' (Ää'ch 233). 
JL;=1- (1. h. bt/ <=: h-^ oder a*<b? a..d, e. 

236. Hyp. a > 1, c > 0. 

Thes. a^>l, a-^<:l. 

„Jede. Zahl, die grösser ist als 1, giebt mit eii^er pofitiven 
Zahl patenzirt, ejne Potenz grösser als 1, mit einer negativen 
Zahl potenzirt, eine Poten:^ kleiner 1. 

Beweis, . Wenn a>b,.e pofitiv ist, fo ist (nach 232') 
a^ > i\ d. h. a^ > i (nach 199), und a"" < l^^ (nach 235)^ 
d. h. a-^<:l (nach 199). 

231. Hyp/ a>0. V 

Thes. a^>0. 

Jtjdu Potenz. einer pofitiyen Zahl ist wieder pofitiv. 

Be^veis 1. Für b = ist a^ = a^ = l (nach 186), alfo 
pofitiv. 

2. Für b = l ist a*===a (nsi^h yH), alfo pofitiv nach 
Hypothesis. . , 

3. Für b >- 1 ist a^ ßip Produkt von b Faktoren a (nach 
192), alfo pofitiv (nach 99). 

.4. Es. fei b negativ ==.-: c, ^Ifo e pofitiv, fo ist a^ = 

a'-*»t=-5 (nach 193), ' . 

a 

Nun ist a^ pofitiv (nach Beweis 2 und 3j, alfo au«h —^ 

a 

pofitiv (nach 153), d. h. a^ pofitiv. 
• 2^8. Hyp. b:>e, äO>*. > ' 

Thes. a*>a*l 
»' ,^Wenn iÄ'erner Poten2j deren Bafe grösser als 1 ist, der 
Elpon^Rt wäcbsl (Wfifhrend die Bafe unverändert bleibt), fo 
wfichst auch die Potenz»^ 

Beweis. Da b>*c ist, fo ist (nach 85) b — e pofiKv^ 
und da a > 1 ist, fo ist (nach 238) 

a^°':>l. 
Ferner ist a^ pofitiv (nach 236). Multiplicirt man daher 
(he Vergleichung i^^'> 1 mit a% fo bleibt die Vergleichung 
ripbUg (nach 231), aifQ ; 

a^^V > a% d. h. a^ > a^ (nach 189 b). 
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939. Hyp. a*^ = b% a>0, b>0. 
Thes. a==b. 

„Wenn zwei Potenzen mit pofltiven Bafen und gleichem, 
aber von Null verschiedenem Exponenten einander gleich find, 
fo fmd auch die Baren einander gleich. 

Beweis (indirekt). Angenommen a fei ungleich b, fo 
muss eins von beiden grösser Tein, alfo etwa a >* b. Da nun 
a und b poHtiv Tind, Co muss, wenn c pofltiv ist, a® >- b^ (nach 
234), wenn c negativ ist, a'^<b'' fein (nach 237). Beides 
widerspricht der Hypothefls; alfo ist die Annahme unmöglich, 
d. h. a kann nicht ungleich b fein, ist alfo gleich b. 

340. Hyp. a^ :^- b% a :>0, b > 0, c > 0. 
Thes. a>b. 

Wenn von zwei Potenzen mit pontiven Bafen und glei- 
chem pofltiven Exponenten die erste grösser Ist als die zweite, 
fo ist auch die Bafe der ersten grösser als die Bafe der 
zweiten. 

Beweis (indirekt). Angenommen a fei gleich b, fowäre 
(nach 174) auch a^ = b® gegen die Hypothefls; angenommen 
a fei kleiner als b, fb müsstb (nach 232) auch a^<:b'' fein; 
auch dies ist gegen die Hypothefls; alfo flnd beide Annahmen 
unmöglich, d. h. a tst weder gleich b, noch kleiner als b, 
d. h. a — b ist weder null noch negativ, alfo moss a — b po- 
fitiv fein, d. h. a > b. 

9tl. Hyp. a»=l, a:>0, a ^ 1. 
Thes. x = 0. 

Wenn eine poHtive, von Ein« verschiedene Zahl 1 zur 
Potenz geben foll, fo muss der Exponent null fein. 

Beweis 1. Es fei a :> 1, fo ist a"^» wenn x poßliv ist, 
grösser als 1, wenn z negativ ist, kl<^iner ab^ 1 (nach 238X 
alfo könnte a"" nur = 1 fein, wenn % gleiphnuU wäre; wenn 
aber x gleich null ist, fo ist in der Jhat a^ 3= 1 (nach 186). 

2. ts fei a < 1 und pofltiv, fo ist (nach 235) — P> 1; 

11 /^ 1 "N* 

aber a* = l, alfo auch — = y = iCnach 148), alfo l — ) 

= 1 (nach 195, 199). Alfo da — > 1 «»<*C-^Y = "•> f« ist 
(nach Beweis 1) x = 0. 



j 



alfo 5:^ = ^, d. h. a'^*^ 1 (nach 190 b, 
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244. Hyp. a^ = a% ä>0, a ^ 1. 
Thes. b = 0. 

„Wenn zwei Potenzen mit gleicher pofitiver, von Eins 
verschiedener Bare einander gleich find, fo find auch ihre Ex-* 
ponenten gleich.*' 

Beweis. Nach Hyp, ist 

147), alfo (na<>h 243) 

h- = 0, i h* b = o. 
249. Hyp. a^ > a% a >^ 1, 

Thes. b > 0. 
Wenn von zw.ei Potenzen mit gleicher Bafe, die grösser 
als 1 ist, die erste Potenz grösser ist als die zweite, fo isj; 
auch der Exponent der ersten grösser als der Exponent der 
zweiten. 

Beweis. Naeh Hyp; ist: 

a^ ^a*^; 
ferner ist a* pofiliv (nach 239), alfo (nach 233). 

» >!L d. h..a^«:>l, 
a* a*' 

Da nun a > 1 ist, fo kann b — o nicht negativ fein, weil 

fönst (nach 238) a^*<^ 1 wäre, aber auch nicht null, weil 

fönst a^-*=i=a® = 1 wäre (nach 186). Alfo da b — cMcht 

negativ und nicht null ist, fo muss es pofiiiv fein, d. h. b > e. 

246. Er kl. Man fagt, eine Grösse a liege zwischen 
den Grenzen b und o, wenn entweder a grösser als einer 
diefer Werthe und kleiner als 6er andre, oder a gleieh b ist. 
Man nennt eine folche Bestimmung von a eine Gränzbesti»«* 
mung und kann fie symbolrseh be^eieiineai mit 

a=:b bis 0. 

247. Eine Gräm&bestimmung (a == b bis o) ändert ficb 
nicht,, wenn nian R& (d« h. ihfe Imke Seite und ihre Gi^äUMn) 
mit gl^kibeu Grössen dpr(^ eine der 5 bisher erwähnten Rec)!^ 
n^Agea. verknüpft (djurch Addition, SubtrakUo^, MulUplikatipi^ 
ßivifion, P^tenzir^ng), voraiisg€ifetzt jedocfai dass beim Po^e^pr 
mm Me Ä:GvQ§ßm (j^ hf e) f ofitiv Jimd, 



Beweis 1. Wenn a gleich der Änfätigs^ffinze b ist, fo 
bleibt diefe Gleichheit auch bestehen, wenn man a und b mit 
gleichen Grössen verknüpft (nach 174). 

Wenn a grösser als einer der Werthe b und o isf und 
kleiner als der andere, fo bleibt dies (nach 230 — 234) auch 
der Fall, wenn nran zu a, b, c gleiches addirt, von ihnen glei- 
ches fubtrahirt, fie mit gleichen polltiven Grössen multiplicirt, 
dividirt oder potenzirt. Wenn man fle dagegen mit gleichen 
negativen Grössen multiplicirt, dividirt oder potenzirt, fo kehrt 
fich (nach 236, 237) die Vergleichung um, d. h. wenn a >- b 
und <: e war, fo wird es jetzt •< b und > c, und wenn 
umgekehrt a < b und > e war, fo wird es jetzt >• b und 
<C und bleibt alfo in beiden FaHen zwischen denfelben 
Grfinzen. Wenn man mit potenzirt, fo erhält man die rich- 
tige Vergleichung 1 = 1 bis 1. 



§. 13. Eadiciren (nebst einleitenden Sätzen). 

Bemerk. In dieXem §. ßnd alle Bafen pofltiy angenommen. 

248. Wenn eine Primzahl (p) in einer Potenz (aO (deren 
Exponent und Bafe poßtive ganze Zahlen find) aufgeht, fo geht 
fie auch in deren Bafe (a) auf. 

Beweis (indirekt). Angenommen, p gehe nicht in aauf, 
fo geht fie (nach 120) auch in dem Produkte von n Faktoren 
a« d. h. (nach 192) in a"^ nicht auf, was gegen die Hypothefis 
ist, Alfo ißt die Ajinahme, dass p nicht in a aufgehe, unmög- 
lich, d. h. p geht in a auf. 

^9. Wenn zwei Zahlen (a und b) iu einandmr prioiir 
find, fo find auch ihre Potenzen (a'^ und b^'j aut ganzem po- 
fitiven Exponenten (n) zu einander primir. 

Beweis (indirekt). Angenommen, es wären a^ und b"^ 
nicht zu einander primär, fo mfisste es (nach 111) eine Zahl 
grösser als 1 geben, welche in a'' und b^ aufginge. Es fei 
dies die Zahl c. Diefe ist entweder eine Primzahl, oder nicht. 
Ist sie eine Primzahl, fo muss fie, da fie nach der Annahme 
in a*^ und b^ aufgeht, auch (nach 246) in a und b aufgehen, 
d. h. (da c >^ 1 ist) a und b ßnd nicht primär zu einander, 
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gegen die Hypotheds. Airokanno keine Primzabl fein; nüsste 
alfo eine zurammeageretzte Zahl Tein (nach 126), müsste fleh 
airo (nach 127) in Primfaktoren zerlegen lassen. Einer der 
Primfaktoren von c fei p, alfo p eine Primzahl grösser als 1 
(nach 126), fo müsste, da p in c, und e in a'^ und b^ auf- 
gehen foll, auch p in a'^ und b" aufgehen (nach IM), alfo 
auch (nach 248) in a und b, was gegen die Hypotheßs ist. 
Alfo giebt es keine Zahl grösser als 1, die zugleich in a"^ und 
b'' aufgeht, d. h. a^ und b"" ßnd zu einander primAr (nach 111). 
230. Erklärung. Ganze Zahlen und Brüche nennt 
man Rationalzahlen. Solche Grössen hingegen, welche 
nicht Rationalzahlen find, fär welche aber alle Vergleicbungs- 
atze in demrclben Umfange gelten wie für RationalzaMen, 
beissett Irrationalzahlen. 

äSl. Erklärung. Unter a"^ oder y a gelefen (a ipur 
— oder) a radicirt durch n, oder ii4e Wurzel aus a, ver- 
steht man die po fi ti v e Rational- oder Irrationalzahl, welche mit 
B polenzirt a giebt. Man nennt a die W u r z e 1 b a f e (Radikand), 

s den Wurzelexponenten von a'^oderlTlk. SUdt JT^ 
schreibt man auch }/ a. Die zweite Wurzel nennt man auch 
Quadrat-Wurzel, die dritte Wurzel Kubikwurzel. Also 



(.*)■ 



a. 

„Mit einer Zahl fortschreitend radiciren und potenziren 
ändert nichts.^ 

Anmerk. Da als Divifor ansgeschlosscn ist, fo ist es (nach 
151) auch als Wurzelexponent ausgeschlossen, was daher im Folgen- 
den stets Torausgefetzt wird. 

292. (aT=a. 

^Mit einer Zahl fortschreitend potenziren und radiciren 
Indert nichts.'' 

Beweis [vergl. No. 29, 133]. Es ist 

[(a'^)ip=a*» (nach 251), 

alfo, da a und (a^)*^ (nach 251) ponUv find, fo ist 

(a*^)"=a (nach 241). 

- 7* 
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288. l*=ii. 

„Die n-te Wurzel aus 1 ist wieder 1.* 

Beweis. 1^ = (l"j° (nach 199). 

= 1 (nach 252). 

254. Die n-te Wurzel eiuer ganzen (pofitiven) Zahl ist 
entweder eine ganze Zahl, oder eine Irrationalzahl. 

JL 

üjp. a ist eim ganze (pofltiTe) Zahl, a*^ ist keine ganze 
Zahl. 

Thes. a"^ ist eine Irrationalzahl. 

Beweis (indirekt). Angenommen, a'' Tei keine Irratio- 
nalzabl, fo müs^te fie entweder eine ganze Zahl,, oder ein 

Bruch rein (nach 250). Eine ganze Zahl ist a^ nichl nach 
X b 

Hyp.; alfo müsste af gleich >einfitu Bruche fein; es s^t —die 

c 

re4ucirte Form dieses Bruches, alfo 

(aV = Q^y ^' ''• ^ — 5 ^"^*^^ ^^^' *^^^' 
Da nun b zu c primär ist, To i^t auch (nach 249) 1)^ zu 

0*^ primär, alfo -^i ein redueirter Bruch (nfch 138), aber auch 

a ' ■• * '•. • .-. 

--r- ein reducirter Bruch (nach 138). ÄKo 2 reduoirte Brüche 

b^ a 

— und -j- einander gleich, alfo (nach 138. Atifg.) auch ihre 

Nenner gleich, d. h. rf*=l, fomit auch 

(<^)i = l", d. h. c= 1 (nach 252, 253), 

X b b ^ 

alfo a"^ = — = — == b, d. h. a*" gleich einer gansen Zahl, was 

gegen die Hyp. ist. Alfo ist die Annahme, dass a" keine* Irra- 
tionalzahl fei, unmöglich, d. h. a° ist eine Irrationalzs^hl q. d.. e. 
Beispiel. Die Quadratwurzel aus /2 ijst k^ine gao^&e ?ahl ; 
denn }/ 2 fei x, alfo x pofitiy und x^ = 2,. fo isl x^ >^ 1', 
alfo (nach 242) x > 1. Aberx^<: 2\ alfö x <: 2; alfo liegt 
X zwischen 1 und 2, ist alfo keine ganze Zahl, alfo (nach 
254) eine Irrationalzahl. 



255. (a*)^=aA 

„Statt mit zwei Zahlen fortschreitend zu radiciren, kann 
man mit ihrem Produkt radiciren,^ oder „statt mit einem Pro- 
dukte zu radiciren, kann man mit dessen Faktoren fortschrei- 
tend radiciren." 

Bew. CaV=[(a*rPy^ (nach 252). 

([(a*)^]')^]^ (nach 72, 196b.) 

(aV]**^ (nach 251). 

= a* (nach 251). 

29«. (a*)^=(a^)^ 

„Die Ordnung, in welcher man fortschreitend radicirt, ist 
gleichgültig für das Refultat." 

Beweis (vergl. No. 33, 135).. 



»b^o — . 



,L 



z=: a ^^^ = (aV (nach 255). 

297. ' Erklärung. Mit einem reducirten Bruche poten- 
ziren, heisst fortschreitend mit feinem Zähler potenziren und 
mit feinem Nenner radiciren, d. h. ^ V 

b b i 

(ae == (a )% wenn j^ zu^c primär. 

298. aT = (a*^r = (aV.; 

„Statt mit einem Bruche zu potefBziren, kann man fort- 
s«fareiteitd und* in belinbiger Ordnung mit feinem Zähler po- 
lenziren, feinem Nenner radii^n,/^ oder „statt fortsdireitend 
mit einer Zahl zu potenairen und mit eider zweite zu radi* 
ciren, kann man auch die Ordnung umkehren, oder auch mit 
einem -^Bruche )^otenziren, dessen Zähler die erste und dessen 
Nennet die zweite Zahl ist.** 

Beweis 1 (vergl. No.' 139) zu beweifen aT = (a^)®. 
Es fei m das grösste gemeinschaftliche Maass von b und c, 
und t>==md, o = me, aUo d zu e primär (nach 115), fo ist 

(ä^^ = (a°^) ^* = [((a*)"^)^] • (nach 255 b). 
.^(ad)t ' . , (nach 252). 

= aT (nach 157, da d zu e primär ist), 

md b^ 

== a"'* = a*. 
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2. (Vergl. No. 30, 139). Zu beweifen (»*)•== (aV 

(a«) = [((a«) ) J" (nach 252). 

= [((aV)'']' (nach 197). 

= (a")' (nach 251). 

259. (ab)« = a*«b«. 

„Ein Produkt radicirt man, indem man feine Faktoren 
radicirt." 

Beweis (vergl. No. 143). 

a« b* = [(a • b»)"]« (nach 252). 

= [(aV (b')"l' (nach 194). 

= (ab)« (nach 251). 



»«•• (f>'=sf- 



^Eiaen Bruch radicirt man, indem man Zähler und Nen- 
ner radicirt.* 

Beweis (vergl. No. 144), 

Qfy = (^y . b* : b^ (nach 133). 

= (yO''**^ (nach 25»). 

= »^:b* (aach 130). 

961. Alle Potenzgefelze, weldie f&r beüebife fanse 

Exponenten bewiefen find ($. 10, §. 12), gelten auch f&r ^e* 

brochene (oder inrationale) Exponenten, vorausgeretsi, dass 

die Bafe pofitiv ist. 

«... d e 

wo 



Beweis (vergl. No. 154). Es fei b = 


« e 


die Nenner f und g pofitiv find, fo ist 

d • dg + ef 

1, [No. 189] a^^^ = af '^ « =a ^« 

1 dg-l-«f 


(nach 145). 


= (a"*) 

1 dg 1 «( 

= (a*) (a*) 

dg ef 

= a* -a* 


(nach 258). 
(nach 189). 
(nach 258). 



d e 

= a ' . a « (nach 137). 
= a^ • a^ 

e 1 e 

2. [No. 194]. (ab)''=(ab)"«'=[(ab)T] (nach 258). 

= (a« b«)' (nach 259). 

= (ae)V)' (nach 194). 

e Je_ 

= a » b 8 (nach 258b). 
= a« b«. 

d e 

3. [Ho. 196]. (a*)** = (a ' ) * = [((a«*)*K (nach 258). 

= [(aV]^ (naci 19«). 

= [(a')^]** (nach 258c). 

=(a*)** (nach 255.) 

= a'^ (nach 258 b). 

JL ._!. 

= a ' " « (nach 140b). 



== a**. 



X 



4. [No. 199]. 1* = 1 « =(10* (nach 258), 

— !• (nach 253). 

== 1 (nach 199). 

Aus dieTen Formeln gehen alle ttbrigen allgemeinen SMie 
TOii S. 10 auf diefelbe Weire hervor wie dort, galten alfo auch 
f&r gebrochene £xpoiienteii. EbenAi lassen Tich die verglei- 
chenden PolenaRiize in $.12 erweitem, nämlich 



5. [No. 234]. Wenn 


a grösser 


ak b, 


und 


= -?- poßtiv 


ist, fo ist 

* • 








(a«)>(b«) 
alfo auch 


(nach 251 and nach HypoUteDs), 


1 1 
a«>b« 








(nach 242). 


(•J)'>(b«)' 








(nach 234). 


d. h. »T > bT 








(nach 258 b). 



alfo gilt Satz 234 auch für gebrochene Exponenten. 
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6. [No. 239]. Wenn a pofitiv ist, fo ist 

a« = a «^ =(aO (nach 258). 

Aber a« ist (nach 251) pofitiv, alfo nach 239 auch (a^)* 
pofitiv, alfo auch das ihm gleiche a^ Alle übrigen Sätze In 
§. 12 folgen aus diefen Sätzen und den übrigen auch für ge- 
brochenen Exponenten erwiefenen Sätzen ebenfo wie in $. 12, 
alfo gelten alle allgem. Sätze in $. 10 und 12 auch für ge- 
brochene Exponenten, alfo wenn die Exponenten beliebige 
Rationalzahlen find. Wenn ße aber für Rationalzahlen gelten, 
fo gelten fie nach der Definition der Irrationaizaiilen (No. 
250) auch fü^ diefe. 

262. Erklärung. Wenn eine Grösse z zwischen den 
Gränzen c^lÖ"* und (c + 1) 10°* liegt, wo c eine ganze Zahl 
ist, fo sagt man c 10°* fei ein Näiherungswerth von x und zwar, 
wenn m = ist (alfo x zwischen c und c + 1 liegt), ein 
ächter Näherungswerth. Er heisse n-ziflrig, wenn o aus n 
Ziffern besteht. Wenn ins Befon/ierea ein Näherungswerth von 

n 

p^aist, fo nennt man a — a^ den zu diefem Nähernngswerthc 
gel^örigeA Rest. : .: 

i .Beispiel. Von der Quadratwurzel p'll ist 3 der ächte 
Näbersuffswerth und 2 der' zugehörige Rest, ferner 3,3 ein 
(zureiztffriger) Näh^rungsw^rth^ nn4 Q^ ii .der ^ugehörig^ Rest. 
Fernei- von ]^37 iclt 6 der äebte NHherungswerth tihd l'^dor 
zQg^örigö Rest, und 6,0 ist <ier zweiaifi)rigö Näherunf swerth 
derfelben Wurzel, und der smgehörtge Rest M gldicfetfalto 1. 

Ferner ist 30^ der einziffirige Näber^ngnwerth von'.T!ljÖOO und 
100 der zugehörige Rest , und 31 ist der ächte (hier zwei- 
ziffrige) Näher iingswerth, derfelben Wurzel, und 39 Vier zuge- 
hörige Rest. 

263. Den ächten Näherungswerth und zugehörigen Rest 
der k^ten Wurzel aus einer ganzen Decimarzahl s zu finden. 

Auflösung 1. s habe höchstens ^ ZifTern^^ „Man be- 
rechne eine Tafel der n-ten Potenzen der Zahlen von 1 bis 
iO irnd fehe, zwischen welchen zweien äirfeinander folgenden 
Potenzen diefer Tafel s liege, es seien dies V und (a + 1)% 
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fo ist a der garvze Näherungswerth von /^s, und s — a* der 
zugehörige Rest." 

Beweis. Da s zwischen a^ und (a + 1)^ liegt, fo ist 

u 

(nach !ä62) a der ächte Näherungswerth von ^ 6 und s — a* 
der zugehörige Rest. 

Determination. Da s eine pofitive n-ziffrige Zahl' ist, 
fo liegt fie zwischen deU; Gränzen 1 und iO^ alfo auch zwi- 
schen zwei aufeinander folgenden unter den Potehzen 1^*2°, 
• • • • 10". Alfo ist a nach obiger Methode stets zu finden und 
geiiau bestioimt. 

Auflöfung 2. s habe mehr als n Ziffern; und fei s = 
ft\ßy wo /J, die Gruppe der letzten n Ziffern und a die Gruppe 
dei: fämmtlichen übrigen Ziffern von s bezeichnet, und a|^ 
ausdrücKt, dass a und ß zu einer dekadischen Zahl vereinigt 
[ein,SpUeiu Es, fei angenomi^en, dass man schon den ächten 

n 

Näherungswerth a und den zugehörigen Rest r=a — a" von J/ a 

ffefunden habe. „Man lasse auf den Resf r die Ziffern von 

p folgen, die fö erhaltene dekadische Zahl heisse rj; jetzt 

luche rnah unter den ganzen ZAiIen von bis 9 diejenige b, 

^elcha die Eigenschaft, hat^. d^ss r,^ zwischen Pb und Pi,+i 

Ü^gCwö Pb = (ft-10-f b^^-^CalO)-^ ist (und Pb^-t den iuß^ 

druck bezeichnet, welcher hieraus hervorgeht,, wenn man b + 1 

»Ntt b.fet^t); fo ist a.t^> d. h. a-.iq + b d^er ächte Nähe- 

'. . J^ 

rungswerth der Wurzölys, und fi — Pb dlerzugehörigeResl. 

Beweis. Es ist nach der AufldWng 2 ' 

ri = Pb'bis Pb+i, -■'•■' 

alfo auch (nach 247) '/ 

a" 10- + ri = Pb + a-» 10-^ bls^ Pb-i^i + a* 10". ' 

,Es ist aber ri = r|/J, d. h. da ß eihe n-ziffrlge Zahr ist 

= r 10" + j9.'" Aber r = a — a", alfo ^i = (a - a**) 10" + ß 

= alO" - a" 10" + ß: Alfo die linke Seite der obigen 

Grftnzbestimmung = a" 10* H- «10^ — a^lÖ" -|:^ jS =t= alO* + /?, 

d. h. = s. Ferner ist die Anfangsgränze ' 

"' ' ' Pb^V" a"' ib" ±= (ä • 10 '-f b*)" ^ (£10)* -h a" 16" 

'■• '''^ -'' "•' ''" ' =(i.io+b)» - ■ ''' • ••- 
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vnd ans gleichem (Sfunie ist die Endgrflnze 

Pb+i + a» 10- = (a- 10 + b + 1)-. 
Alfo 8 = (alO + b)" bis (a- 10 + b + 1)», 

n 

d. h. a*10-{-b ist der ftchte Näherungswerth von y s. 

Der zugehörige Rest q ist alfo = s — (alO + b)" = aiO* 
+ ß — (alO + hf' Es war aber a = rf* -f r, fetzt man dies 
ein, fo erhftlt man 

e = (a» + r)10» + iJ — (alO + b)* = a*10* + r 10» + i» 
— (alO + b)». 
Es war aber rlO'^ + ß = Ti gefetzt, alfo 
j = n + a-^ 10«^ — (alO + b)* = ri- [(alO + b)* - a» 10*] 

= ri-Pb. 

Determination. Es ist zu zeigen, dass stets eine der 
Zahlen 1**«9, fie faeisse b, die Eigenschaft habe, dass ri 
zwischen Pb und Pb+i liege, d. h. es ist zu zeigen, dass r^ 
zwischen den Grdnzen Pq und Pio Hege; Pq ist aber = (a 10)* 
— (a.lO)» = und die Endgränze Pj^ ist = (alO + 10)» — 
(alO)», d. s. = [(a + l)** - aT 10". 

Es ist alfo nur zu zeigen, dass ri <: [(a + 1)» — a»] 10* 
fei. Es ist aber nadi Hyp. a der ächte Nftherungswerth der 

n 

p^ o, d. h. a liegt zwischen a* und (a + 1)*, ist alfo kleiner 
als letzteres, und zwar da a und (a + ^)^ ganze Zahlen find, 
mindestens um 1 kleiner, alfo 

a + 1 = <: (gelefen kleiner oder gleich) (a + *)*» 
folglich auch (nach 231, 232), wenp man von beiden Seiten 
a*^ fubtrahirt und die erhaltenen Reste mit lO'' multiplicirt 

(a + l-a'^)10» = <:[(a + Ij'^-aTlO», d. h. = <:P,„ 
alfo da a — a" = r ist, 

(r + l)10«=<:Pt^,alfo 

rlO'^+lO'^^^^Pit. 

Nun ist ß eine n-ziffrige Zahl, alfo < lO'^, alfo auch 
r 10» + /J < rlO» + 10», alfo auch <. Pj.. 

Es war aber r 10» + /» = r^, alfo 
Fl < P,o. 

Da alfo ri zwischen den Gränzen und Pio» d. h. zwi- 
schen Po und P|o liegt, fo ipusi» 9$ unter den Grössen P«, 
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Pi9* **Pio noth wendig zwei auf einander folgende geben, zwi- 
schen denen r^ liegt. Folglich ist die obige Auflöfung stets 
möglich. 

3. Es fei s eine beliebige ganze (pof.) Zahl. ^Man theile 
die Zahl von rechts aus in Gruppen von je n Ziffern, fo dass 
jedoch die erste (am weitesten links stehende) Gruppe auch 
weniger als n Ziffern enthalten kann, bestimme dann nach 
Aufl. 1 den flehten Näherungswerth und zugehörigen Rest 
der n-ten Wurzel aus der ersten Gruppe, fo findet man nach 
Aufl. 2 zuerst den ächten Nftherungswerth und zugehörigen 
Rest der n-ten Wurzel aus den (zu einer dekadischen Zahl 
vereinigten) beiden ersten Gruppen, dann findet man (nach Aufl. 
2) dasselbe in Bezug auf die drei ersten Gruppen u. f. f.* 

Beispiel. Die Quadratwurzel aus 4021 zu ziehen. 40 liegt 
zwischen 36 und 49, folglich ist der flehte Näherungswerth 
der Y^ gleich 6 und der zugehörige Rest = 4, jetzt be- 
stimme man b fo, dass 421 zwischen den Grflnzen Pb und 
Pb+i liege, wo Pb = (60 + b)^ — 60> = 120 b + b* ist. Man 
findet P, == 369, P« = 496, alfo liegt 421 zwischen Pa und P«. 
Es ist alfo der flehte Nftherungswerth von ]/^4021 = 63 und 
der flehte Rest =421 - 369 = 52. 

264. Aufgabe. Den Nflherungswertk b dfr n-ten 
Wurzel aus einem beliebigen dekadischen Ausdrucke a bis auf 
m Decimalstellen (fo wie den dazu gehörigen Rest r) zu 
finden. 

Aufl. Man rücke das Komma von a um n*m Stellen 
nach rechts (wobei man die fehlenden Stellen durch Nullen 
ergänzt), der dadurch erhaltene Ausdruck heisse a. Man be- 
stimme dann (nach 263) den flehten Nftherungswerth ß (und 

den zugehörigen Rest q) der Y^ rücke dann in ß das Komma 
um m Stellen (in ( um nm Stellen) nach links, der dadurch 
aus ß hervorgehende Decimalbruch heisse b (der aus ^ her- 
vorgehende r), fo ist b der gefuchte Nftherungswerth (und r 
der gesuchte Rest). 

B 

Beweis. Da /? der achte Nftherungswerth von Y^ vnd 
^ der «ttgehOrige Rest ist, fo eriiflll man (nadi t62) 
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■A— 
p = a — /9^ und F« = jJ bis /9 + 1. 

Ferner ist nach der Auflöfung und nach 216 

Setzt man diefe Werthe in die obige Gleichung und den ersten 
derfelben in die obige Gränzbestimmung ein, To erhält man 

r.lO«« = a-10°» — (b.lO«)«undy a-I0"» = i5bis/S + l, 
das heisst 

n 

r . 10"°° = a . 10»» — b° • 10^ and P'li7lÖ»~= /? bis /? + 1 . 
Dividirt man mit 10'°°° und mit 10"*, To erhtlt man 

r = a-b-«nd|T=:i|,bis^», 

d. h. j^ oder b ist Näherungswerth von Y^ und zwar mit 

m Decimalstellen, und r ist der zugehörige Rest. 

Beispiel. Es fei p^ auf 3 Decimalstellen zu finden. 
Es ist hier alfo a = 2, n = 2, m = 3, alfo ist 
al0««=^2|00|00|00|. 
Hierzu ist (|ie ganze Zahl der Quadratwurzel (nach 263} 
zu Tuchen; was hier symbolisch ausgeführt werden' foU 
F2|00|00|00| 1414 

24) "lÖO 
96 



281) 400 

281 



2824) 11900 
11296 

604 ' ' ' 

, Es findet fich hiernach ,bp=::.1414, alfo c= 1^14, . 

An merk. 1. E9 verateht fich von felbst, dass n^in bei der 
praktischen Ausführung an den gegebenen Ausdruck weder dieJNul- 
lön wirklich anittiängen, noch das Komma zu rücken' nöthig hat, 
** we^v mah' nur b^i der Bereehnurig überall tu vcrffth'rt , ate fei difes 
geschehen. Das Komma tritt in der Wurzel. 9E der-SüeU» h^rvor^ 
wo zuerst die Decimalen des gegebenen Ausdruckes berücklichtigt 
- unerdei^ . > •- , .• 

Ann^5??l^, X , ffi^. B^upit^tC^wicffigkwt für. die ^ereohiiung ;d«5 
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xL-ten Wurzel lag in der Löfung der Aufgabe in No. TjS^ Aufl. 2, 
eine ganze Zahl b zu finden, welche die Eigenschaft hat, dass eine 
ganze Zahl ri zwischen Pb und Pb+i liege, wo 

.Pb = (a-lO + b)»^ — (alO)«» 
ist. Die Löfung diefer Aufgabe gestaltet fleh verschieden je nach 
dem Werthe von n. Sie foll hier für n = 2 näher betrachtet wer- 
den , um die Berechnung der Quadratwurzel möglichst . zu verein- 
fachen. 

265. Aufg. £ine ganze Zahl b von der Art zu finden, 
dass eine gegebene ganze Zahl ri zwischen Pb und Pb-f i 
liege, wo 

Pb = (a.l0 4-b)^— (alO)» 
und a eine ganze Zahl ist. 
Auflöfung. Man hat 
Pi, = (a.lO + b)^ - (a-10)2 = (al0)2 + 2a-10-b +V— 
(alO)^ (nach 204). 

= 2a.l0.b + b^ = (2a.l0+b)b. 
Da nun ri zwischen Pb und Pb+i liegen roll und letzteres 
grösser ist als ersteres, fo muss 

ri=>Pb, d. h.= :>2al0.b + bS alfo > 2al0.b 
fein. Nun fei d die letzte Ziffer von rj und fei ri = y*10 + i, 
fo hat man 

y.lO + *>2a.lOb 
oder mit 10 dividirt 

y + Ä ^ 2ab (nach 233). 

lU 

Da nun d als dekadische Ziffer <: 10, alfo tk^^ ist, fo 

muss / grösser oder ebenfo gross als 2ab fein; denn wäre y 
<c 2ab, fo müsste es^ da beides ganze Zahlen find, jni^desteas 

um 1 kleiner fein ; dann wäre aber auch y + tt: ^ 2ab, wäh- 

ren^ es doch grösser fein foll. Man hat airo 

y =j= :^ aab, aWo b = < ^ (nach 233). . 

d. h. es muss b entweder gleich oder kleiner als der Quo* 

tlcnt :r- fein, wenn P'b = ^ Fi fein foll. 

2a •' • 

Hieraus ergiebt fich folgendes Verfahren: 

,,Mah schneide von r^ diei letzte Ziffer ab, die fo übrig 
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bleibende Zahl fei i^ man diyidire diefe durch 2a, die ganze 
Zahl des Quotienten fei c. Jetzt bilde man das Produkt Pe 
= (2al0 + c)c. Wenn dies = < r^ ist, fo fetze man b = o, 
wenn es aber > Xi ist, fo fetze man in demfelben statt e 
die nftchst niedere Zahl ein, und follte auch das fo erhaltene 
Produkt noch grösser als ri fein, fo fahre man fo lange fort, 
statt der eingesetzten Zahl die nächst niedere zu fetzen, bis 
jenes Produkt kleiner oder ebenfo gross als ri wird; die Zahl, 
welche auf diefe Weife eingefetzt, dieser Bedingung zuerst 
genügt, ist die gefuchte Zahl b.^ 

An merk. Hieraus ergiebt fich die Methode für das Ausziehen 

der Quadratwurzel, wie ^^ durch das folgende Beispiel dargestellt 

wird. 

Beispiel. F3"| 1,73205 
1 



m~ 


200 
189 


34|3) 


11010 
102 9 


346|2) 


710,0 
6 924 


3464|0|5) 17 60|00;0 
17 32025 
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Es ist alfo 1,73205 eine Annäherung (G-zifTrige) und 
0,0000027975 == 27975- 10-" der zugehörige Rest. Indem 
mit * bezeichneten Theile der Rechnung find zwei Operationen 
in eine zufammengezogen. Indem man nftmlich (nach 265) 
mit 3464 in 1760 diYidirte, ergab fich als ganze Zahl des 
Quotienten, alfo war nun mit 34640 in 176000 zu dmdiren, 
was als ganze Zahl 5 giebt. 

^266. Wenn a ein n-ziffriger Näherungswerth von Y a, 
und r der zugehörige Rest ist, fo findet man die n — 1 fol- 
genden Ziffern der Quadratwurzel, indem man mit 2a in r 
dividirt; doch kann in dem fo erhaltenen Ausdrucke die letzte 
Ziffer um eine Einheit der letzten Stelle zu gross fein, d. h. 

Hypothefis. Y^ = a bis a', r = a — a*, ^ = h bis b'. 
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wo a' aus a darch EfMiilif d# iHtti Ztffor iiin t hervor- 
geht, wo die letzte Ziffer von k um n »- 1 SHeHea weiter nach 
ra&hts liegt, als die letzte von a, und b' aus b durch firhd^ 
hang der letzten Ziffer um 1 hervorgeht. 

Thefis. yH'— a + bi bis a + b', 
wo bi aus b durch Elfii^drigung der letzten Ziffefr viMi b um 
i hervorgeht. 

Beweis 1. Es habe der tchte Näber«ngswmh von p^'a 
SA— 1 Stellen, To ist b eine ganze Zahl, und bic=b — 1, 
b'=b + 1 und 

a — (a + bi)> = a — (a^+2abi + V) = « — »'-^ 2abi-bx* 
= r-2aba'-bi» (Hyp. 2). 

Nun ist j^ = b bis b' (nach Hyp. 3), alfo = b bis b + 1, 
/a 

aUo = b + ^, wo ^ kleiner als 1 ist, fomit r = 2ab + 2a(^ 

Dierer Werth in den vorhergewonnenen Ausdruck eiqge* 

fetzt, giebt denrelben 

= 2ab + 2a^ — 2abi — bi*. 

Es ist aber b^ = b — 1, alfo 2ab — 2abi=2ab — 2a(b — 1) 

= 2ab — 2ab -|- 2a = 2a; alfo wird der vorher gewonnene 

Ausdruck 

= 2a? + 2a — bil 

Nun ist a eine n-ziffrige Zahl mit n—1 folgenden Nutten, 

alfo grösser als 10**~*, ferner ist b eine (n— l)-zifiBrige ZAl, 

alfo kleiner als 10**""^, fomit ist 

a > 10^"-« = {iO'^^y > b* > bl^ 

da b > bi ist. Da nun 2a > a ist und a :> bi^ fo ist auch 

2a > bl^ d. h. 2a — bi* pofitiv, 

aber auch 2a? poßtiv, alfo auch ihre Summe, alfo auch das 

diefer Summe gloiche a — (a + bi)*, alfo 

2. Ferner ifirt 
(a + b')' = ü* + 2aV + (bO* = a^ + 2ab + 2a + (b')S 
da b' gleich b + 1 ist; ferner ist (nach Beweis i) r = 2ab + 
2a?, alfo 2ab = r - 2a?, alfo 2ab + 2a = r — 2a? + 2a = 
r 4- 2a (1 — - ?). Somit wird der vorher gewonnene Ausdruck 
= a> + r + 2a(l-?) + (Vr, 
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aber a' + r ist (nadh Hyp. 2) = «» alfo 

(a +. V)^= a + 2a (1 - ?) + (bO*. 
Da nun Q <i ist, fo ist 1 — (j pofitiv, alfo auch 2a (1 — ^), 
alfo auch 2a (1 - ^) + (b')', alfo 
(a + b')^ > a. 
Nach Beweis 1 war aber a > (a + bi)^ folglich ist a =; 
(a + bO* bis (a + bO^ alfo 

}rir=a + bi bis a + V. 
3« Es ist afo auch, wenn m eine beliebige pofitiye oder 
negative ganze Zahl ist, 

YT'i(r = (a + bi) 10» bis (a + bO 10*", 
d. h. F«"- 10^ = (a + bi) 10« bis (a + b') 10«, 

d. h. es gilt der Satz auch, wenn das Komma in der Wurzel 
um m Stellen nach rechts (um — m nach links), alfo in der 
Wurzelbafe um 2m Stellen rückt, d. h. er gilt für jede Stel- 
lung des Komma. 

An merk. Es ist zu bemerken, dass, wenn man darch die DL- 
vülon von 2a in r eine Stelle mehr, alfo n Stellen bestimmt, die 
letzte Ziffer um 5 Einheiten, und wenn die erste Ziffer jenes Quo- 
tienten <: 2o ist, um e Einheiten zu gross fein kann. Ferner kann 
man den oben erwiefenen Satz benutzen, um das Ausziehen der 
Quadratwurzel, befonders wenn eine grössere Anzahl von Ziffern 
derfelben bestimmt werden foU, abzuktlrzen. Dies Verfahren mag 
das folgende Beispiel erläutern, bei welchem, da der letzte Rest nicht 
gefucht wird, zuletzt nur eine einfache Divifion, und zwar mit Weg- 
lassung der überflüssigen Ziffern, ausgeführt ist. 

p^2'|l,41|42|1356|23730950 
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♦26*7. Aufgabe. Das Verfahren für das Ausziehen 
der Kubikwurzel abzuleiten. 

AufL nach Analogie von No. 263, 265; vorher zu be- 
vreifen, dass (a + b)^ = a^ + Sa^b + Sab^ + b^ ist. 

§. 14. Quadratische Grleichiingeii. 

268. Erkl. Eine Gleichung zweiten Grades heisst auch 
eine quadratische Gleichung, und zwar eine reine, wenn 
das Glied ersten Grades fehlt, eine gemischte, wenn es 
vorhanden ist, z. B. 

x^ = a 
ist eine reine quadratische Gleichung, 

x2-fax = b 
ist eine gemischte quadratische ^ Gleichung, 

360. Erkl. Eine Grösse, welche entweder pofitiv oder 
negativ oder null ist, nennt man reell, eine Grösse, weiche 
weder pofltiv, noch negativ, noch null ist, und dennoch mit 
andern Grössen verknüpft eine reelle Grösse liefert, heisst 
imaginär. 

270. Die reine quadratische Gleichung 
x* = a 
hat, wenn a negativ ist, keine reelle Wurzel (z ist dann ima- 
ginär); wenn a pofitiv ist, hat fie zwei Wurzeln, J/ a und 
— y a, welche beide reell und einander entgegen gefetzt find. 
Wenn a = ist, fo werden beide Wurzeln gleich null. 

Beweis 1. Es fei a negativ. Wäre nun x pofitiv, fo 
wäre (nach 239) x^ pofitiv; wäre x negativ, fo wäre (nach 
202) x' gleichfalls pofitiv, wäre x null, fowärex^ (nach 198) 
null. AUb wäre bei diesen Annahmen x^, und alfo auch das 
ihm gleiche a, entweder pufitiv oder null. Beides ist gegen 
die Hypothefis. Alfo kann x weder pofitiv, noch negativ, 
noch Null fein, ist alio n^ich 269 imaginär. 

2. Wenn a pofitiv ist, fo ist (nach 251) x = y~9, ein 
Werth, der aufs Quadrat erhoben a giebt; es fei p^a=c ge- 
fetzt, fo ist die zu löfende Gleichung 
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x^ =ac* oder x* — c* :?= 0, d. h. 

(x + c) (X — c) = (nach 208). 

Ein Produkt ist aber (nach 95) nur dann null, wenn einer 
der Faktoren null ist; folglich ifit nothweiidig entweder z + c 
= oder x — c = 0, d. h. x entweder = — c oder = -j- c? 
d. h. entweder = p^ oder = — F *• 
3. Wenn a null ist, fo ist 
x« = 0, ■ 
ein Produkt ist nur dann null, wenn einer der Faktoren null 
ist, alfo muss x = fein. 

An merk. Um die beiden Werthe von x zu bezeichnen, pflegt 
man vor das Wurzelzeichen das Zeichen Ijl, gelesen plus oder minus, 
oder das Zeichen -|-, gelesen minus oder plus, zu setzen. 

271. Vorübungen für die Auflöfung gemischter quadra- 
tischer Gleichungen. Die folgenden Gleichung^en aufzuldfen: 

1) x.^ + 2ax + a^ = .b. 
. 2) x2 + 6x+9 =25. 

3) x^ + 6x =16. 

4) x^ + 2ax =b. 

5) x^ + lSx =88. 

OK 

6) x^ + 5x+;j=36. 

. 7) x^ + ax + (^) = b. 

^8) x^ + ax =b. 

372. Eine eingerichtete quadratische Gleich]i;|ng Qihrt 
man auf eine Gleichung ersten Grades zurück, indem man di^s 
Quadrat des halben Koefficienten der Unbekannten auf beiden 
Seiten addirt und die Wurzel zieht. Die linke Seite ist dann 
die Summe der Unbekannten und jenes halben Koefficjienten, 
vor die rechte Seite aber muss man das Zeichen ^ fetxeipL 
d. h. wenn 

x^4-M = b ■ 

ist, foist x + -|- = +]/b + (^)' 

Beweis. Addirt man zu der gegebenen Gleichung 
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auf beiden Seiten \.^J > fo erhält man 

Die linke Seite ist (nach 204) das Quadrat von x + -^, alfo 
alfo (nach 270) 



■H-^v^<iy 



2*73. Wenn 

X* -|- »X = b ist, fo ist 



^- 2 



und wenn x* — ax = b ist, fo ist 
_ a + f4\t + a» 
*~ 2 

Beweis 1. Nach 304 ist 



= q:yb +^ (nach 195). 

— + y 4 + 2 

(nach 260). 
Alfo ,^_a^V:gTg^ -aq:y4bt P 

Andrer Beweis. Man multipliclre di^ Gleichung mit 

4, alfo 4x2 + 4ax = 4b. 

Man betrachte 2x als Unbekannte, 

(2x)2 + 2a(2x)=4b, 

addire auf beiden Seiten a^ und ziehe die Wurzel 

2x + a = +F4bni^, 

,P - a + y4b + a^ 
alfo X = ^^--^ — . 

8* 



i 
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2. Wenn z' — ax = b ist, fo hat man in den obigen 
Formeln nur — a statt a zu fetzen tfad zu bemerken, dass 
(-a)» = aMst. 

a-y«. Wenii 

ax* + bx = c 
und a von Null verschieden ist, fo ist 

_ — b + yb» +4ae. 

*~ äT '^ 

Beweis. Man multiplicire die gegebene Gleichung mit 
4a, alfo 4aV + 4abx = 4ao 
und betrachte 2ax als Unbekannte, alfo 

(2ax)« + 2b (2ax) = 4a« (nach 194b). 

addire auf beiden Seiten b' und ziehe die Wurzel, fo wird 

2ax + b = + Fb»T4ac, 

alfo x=JZb±.|^!±¥« 

2a 
An merk. Man kann statt dessen aucli die Gleichung einrich- 
ten und fie dann nach No. 273 löfen. 

275. Wenn 

ax^ — bx = 
ist, wo a nicht null feifi darf, fo ist 

*~ 2a 

Beweis. Man Tetze in 306 die Grösse — b statt b, To 
geht der zu erweifende Satz hervor. 
270. Aufg. Die Gleichungen 

(1) x + y = a, 

(2) xy = b^ 
aufzulöfen. 

Aufl. 1. Substitutionsmethode. 

2. Man quadrire die erste Gleichung und fubtra- 
hire davon das vierfache der zweiten, fo erhält man 
x'^-2xy + y* = a*~4bS alfo 
(3) x-y^ + y;^— 4bl 
Aus (1) und (3) findet man (nach 185) 
2x = aqh Fa' - 4b^ 
2y = a + Fa^ — 4b^ 
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277. Aufg. Die Gleichungen 

(1) x + y = a. 

(2) x^ + J^'^ b^ aufzulöfen. 

Aufl. Man quadrire (1) und fubtrahire davon (2), To 
erhält man 

2xy = a^ — bl 
Diefe Gleichung fubtrahire man von (2) und ziehe die Wur- 
zel, fo erhält man 

(3) x-y=== + F2b^^'^' 

und findet endlich aus (i) und (3) x und y (nach 185). 

An merk. Kürzer noch ist es, das Quadrat der ersten von dem 
Doppelten der zweiten Gleichung zu fubtrahiren. 

278. Aufg. Die Gleichungen 

(1) xy=a^ 

(2) x^ + y^ = b^ aufzulöfen. 

Aufl. Man addire und fubtrahire einzeln das Doppelte 
der ersten Gleichung von der zweiten und ziehe aus den er- 
haltenen Gleichungen die Wurzeln, fo findet man 

x~y = + y b^-2aS 
woraus (nach 185) 

— L±Ji —inh 

^~ 2 '^~ 2 
folgt, wenn man der Kürze wegen 

+ 'Fb2 + 2a*==r und qp "Fb* — 2a* = ri fetzt. 
Anmerk. Die Substitutionsmethode führt hier zu einem ver- 
wickelten Refultate, dessen Umgestaltung in die obigen Formen 
einige Schwierigkeiten macht. 

279. Aufg. Die Gleichungen 

(1) x+y + z=a, 

(2) ,y =b^ 

(3) x^-hy^ =«' zu löfen. 

Aufl. Man bringe die. erste auf die Form 

(4) x + y = a — a 
und quadrire He 

X* + y ' + 2xy = a^ - 2az + z\ 
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Setzt man hierin statt z' + 7^ fdinen Werth aus (3) und 
statt xy feinen Werth aus (2), fo wird 

,* + 2b» = a* — 2aa + s^ alß 
a» - 2b» 

Da nun z bekannt istj, fo ist die Aufgabe auf eine der drei 
früheren zurückgeführt. 

A n m e r k. Hier folgen üebungen über quadratische Gleichnng^en. 

§. 15. Logaritlmea. 

280. Erkl. Unterdem Logarithmus a, Bafe b, od^ 
a lo gar ith mir t durch b, geschrieben log. a, versteht man, 

wenn a und b pofitiv find, und b von 1 verschieden ist, den 
reellen Exponenten, mit welchem die Bafe b potenzirt den 
numerus a giebt. Statt log.» schreibt man Iog:a und nennt 

10 

dief^n Logarithmus den Briggischen^ oder gewöhnlichen (loga- 
ri];hmus vulgaris). Die Zufammenstellung der Logarithmen 
gleicher Bafe nennt man ein Logarithmenfystem. Es ist alfo 
ins Befondere 10i^»=a. 

„Die Bafe 10 mit dem log. einer Zahl potenzirt giebt 
diefe Zahl felbst.« ^ 

281. log. 10' = a. 

Der (gewöhnliche) Logarithifaus einer Potenz von 10 ist 
gleich dem Exponenten diefer Potenz, oder „statt jeder Zahl 
kann man den (gewöhnlichen) Logarithmus einer Potenz vdii 
10 fetssen^ deren Exponent jese Zahl ist;^ 

Beweis. Es ist 

lÖiög. 10» = 10» (nach 280). 

alfo da in diefen beiden Potenzen die Bafen gleich find (und 
fie pofltiv und von 1 verschieden sind), fo flnd (nach 244) 
auch die Exponenten gleich, alfo ' 
log. 10» = a. 

282« „Der Logarithmus eines Produktes ii^t gleich der 
Summe der Logarithmen seiner Faktoreh^, oder „die Summe 
zweier Logarithmen ist gleich dem Logarithmus des Produktes 
ihrer Numeri.* 

Beweis. Es fei 

♦ a = 10 P, b = 10% fo ist 



log. (ab)= log. (lOP 10^) = log. 10P+ ^ (rtach i89b). 

= p J- q (nach 283). 

= log. lOP + log. 10^ ' (nach ÄSSb). 

= log. a + log. b (dach *). 

asa. log. — = loga — log. c, 

^DoD Logarithmus eines Bruches erhält man, indem man 
deki Logarithmus des Nenners von dem des Ztthlers fttblrahirt,^ 
•oder ^die Differenz zweier Logarithmen (von a und c) ist 
gieidh dem Logarithmus eines Bruches, dessen Zftbler der 
erste Numerus (a) und dessen Nenner der zweite (o) isU^ I 

Beweis. log. — = log. — + log. c — log: c 

= log- V ^y '^^' ^ ^^^^^ ^^^' 

= log. a — log. q. 

j(84. log. a® = log. a. 

„Den Logarithmus einer Potenz erhält man, iniom nan 
den Logarithmus der Potenzbafe mit dem Bj^ponenteo mUUi- 
plieirt,^ oder „statt den Num^us «in0s Logarithmus mit einer 
Zahl zu potenziren, kann man den Logarithmus mit diefer 
Zahl iriultiplicireli.^ 
Beweis. Es fei 

* a = lOP, fo ist 
log. (aO = log. [(iOP) «] =F log. 10 P^ (nach 196). 
= po (nach 381). 

= olog. lOP (nach 281b.) 

= log* a (nach *). 

285. log. Fa"= — log. a. 

„Den Logarithmus einer Wurzel findet man, indem man 
den Logarithmus der Wurzelbafe mit (lern Wiitzelexponenten 
dividirt. *^ 

Beweis, log. |^a=log.a^ (nach 251). 

1 
= — log. a (nach 284). 



120 immm 



log. 1=0. 

Beweis, log. i = log. 10« (nach 186). 

= (nach 281). 

287. log. 10 = 1. 

„Der Logarithmus der Logarithmen-Bafe ist gleich eins.^ 
Beweis, log. 10 = log. 10^ (nach 191). 

= 1 (nach 281). 

^388. Wenn eine pofitive Zahl a zwischen lO"" und iO^ 
liegty fo liegt log. a zwischen o undd, oder: Eine Granzbe- 
Stimmung ändert fleh nicht, wenn man He mit der Bafe 10 
logarithmirt. 

Beweis. Es Tei log, a = z, fo ist 

10» = 10*o«- • = a (nach 280). 

Airo da (nach Hyp.) a zwischen 10^ und 10^ liegt, To 
liegt auch das ihm gleiche 10» zwischen denselben Gränzen. 
Nun fei o die kleinere der beiden Zahlen c und d, 16 ist (nach 
240) auch 10<'<:lO^ Folglich da 10» zwischen diefen bei- 
dea Grftnzen liegt, fo muss (nach 246) 10» kleiner als 10^, 
and grösser oder ebenfo gross als 10^ fein, alfo 

1) 10» <: 10^ alfo x^A (nach 245). 

2) 10» = > 10% alfo X = :> c (nach 244, 245). 

d. h. z liegt zwischen den Gränzen o und d, alfo auck log. a. 
^389. log. _log. a 
c log. o' 

Der Logarithmus einer Zahl a in Bozug auf eine belie- 
bige Bafe ist gleich einem Bruche, dessen Zähler der Lo- 
garithmus jener Zahl und dessenNenner der Logarithmus jener 
Bafe ist (die beiden letzteren Logarithmen im gewöhnlichen 
System genommen). 
Beweis. Es fei^ 

^^^' a = x, fo ist (nach 280) 

o» = a, alfo auch 

log. (c») = log. a, und x log, c = log. a (nach 284), 

An merk. Da fich alfo alle andern Logaritlimenrysteme auf 
das gewöhnliche reduciren lassen, fo reicht man mit diesem aus, 
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doch Toll die Geltang der obigen Sätze auch für andere Logarithmen- 
lysteme bewiefen werden. 

*290. Die bisher aufgestellten GeCetze der gewöhn- 
lichen Logarithmen (281 — 289) gelten auch für jede Logarith^ 
ineabafe b, welche pofltiv und von 1 verschieden ist. 

Beweis. Denn man fetze in den obigen Beweiren b statt 

10 und alfo auch ^' statt log., und in 288, wenn b kleiner 
als 1 ist, überall, wo die Potenzen verglichen Werden, > statt 
< und umgekehrt, fo bleiben, da b pofitiv und ^ 1 ist, alle 
bei den Beweifen angewandten Sätze noch geltend, alfo auch 
die dadurch erwiefenen Sätze. 

291. log. (10" a) = n + log. a. 

Beweis, log. (lO^a) = log. 10«^ + log. a (nach 282)- 
= n + log. a (nach 281). 

292. Erklärung, Wenn ein Logarithmus als Summe 
einer ganzen Zahl (k) und einer pofitiven Zahl (m), die kleiner 
als 1 ist, dargestellt ist, fo nennt man jene ganze Zahl (k) 
die Kennziffer und diefe pofitive Zahl (m) die Mantisse. Alfo 
wenn log. a= k + m ist, wo k eine ganze Zahl ist und m 
zwischen und 1 liegt, fo ist k die Kennziffer und m die 
Mantisse des log. a. 

29d. Die Mantisse eines dekadischen Ausdruckes a ist 
von der Stellung des Komma's unabhängig, die Kennziffer ist 
pofitiv, wenn vor dem Komma geltende (von Null verschiedene) 
Ziffern stehen, und zwar ist fie um 1 kleiner als die Anzahl 
der Ziffern vor dem Komma; fie ist negativ, wenn vor dem 
Komma nur eine Null steht, und zwar ist ihr pofitiver Werth 
gleich der Anzahl der Nullen, welche in dem gegebenen 
Ausdrucke der ersten von Null verschiedenen Ziffer vorher- 
gehen (die eine Null vor dem Komma mit gerechnet). Hierin 
liegt eingeschlossen der Satz: „Der Logarithmus eines un- 
ächten Bruches ist pofitiv, der eines ächten negativ.^ 

Beweis 1. Wenn in a nur Eine Ziffer vor dem Komma 
steht, und diefe nicht null ist, fo liegt a zwischen 1 und 10, 
dann liegt (nach 288) log. a zwischen log. 1 und log. 10, d, h. 
(nikcb 286, 287) zwischen und 1, folglich ist log. a » 0, • • •, 
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d. h. die Kennziffer 0, airo um 1 kleiner als die Zifferzahl 
vor dem Komma. 

2. a fei ein beliebiger dekadischer Ausdruck. Man rücke 
das Komma hinter die erste von Null verschiedene Ziffer des 
Ausdruckes; die Anzahl der Stellen, um die man das Komma 
nach links gerückt hat, fei n (wo n = — -r ist, wenn man 
das Komma um v Stellen nach rechts gerückt hat) und Tei der 
fo hervorgehende Ausdruck a und log. a = m, To ist (nach 
Bew. 1) m pofitiv, aber kleiner als 1. Ferner ist (nach 216) 

a = alO° 
alfo (nach 291) 

log. a = n + log. a = n + m, 
airo ist die Mantisse m von der Stellung des Komma unab- 
hängig und die Kennziffer poHtiv wenn u. T. w: 

Au fg. Den Satz vom ppfitiven und negativen Logarith- 
mus direkt (aus 288) zu beweisen. 

Anm. Eb folgen Uebungen in logarithmischer Ukngestaltnng 
der Gleichungen, nnd in Bestimmung der Kennziffer. 

29A. Au fg. Den (gewöhnlichen) Logarithmus einer 
Deciroalzahl a bis auf m Decimalstellen zu berechnen. 

Aufl. und Beweis 1. Man fuche eine Zahl a von der 
Art, dass a zwischen 10^ und 10^ + ^ liegt (d. h. man zähle 
die Ziffern, welche in der Decimalzahl vor dem Komma stehen 
und erniedrige diese Anzahl um 1 , fo ist dies die gefuchte 
Zahl n). Hat man nun überhaupt gefunden, dass a zwischen 
den berechneten Gränzen 10^ und 10^ liegt, fo weiss man (aus 
288), dass log. a zwischen c und d liegt. Nun berechne man 

10^*. Dies ist = (10«+<i)l=FlÖ«+* = FlÖ^iÖ^. Alfo hat 

cfd 

man, um 10 » zu berechnen, nur die schon berechneten Werthe 
10® und 10^ mit einander zu muUipliciren und aus dem Pro- 

c+_d 

dtlkte die Quadratwurzel zu ziehen. Ist nun a <: 10 ^ , fo 

c + d fttd 

liegt log. a zwischen c und — ^j ist a = > 10 a , fo liegt 

c + d 
log. a zwischen — ^ und d. In beiden Fällen ist der ünter- 

S^ehied tiefer beideh Gtfthzen halb fo gtosä^ u\b &St ÜMO^-. 
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schied der beiden vorhergehenden c und d. Denn es ist — ^— 

c + d-2o d— jur*j o + d 
— = ^ = —^ — und ebenfo ist d — —- — = 

2 = — ö~~"- Wenn man allb diefe Berechnung fort- 
fetzt, fo wird bei jeder folgenden Grönzbestimmung die Diffe- 
renz der beiden Gränzen halb fo gross wie bei der vorigen, 
alfo da die Differenz der zuerst gefundenen Gränzen == 1 war, 
fo wird die Differenz der Gränzen, nachdem man jene Me- 

1 
thode nmal angewandt hat, = ^r^, alfo z. B. nachdem man die 

Methode lOmal angewandt hat =;= ^ = mt^kä «Ifo ^ 0>P01, 

nachdem man fie 20mal angewandt hat, •< 0,000001 fein; nun 
fetze man jene Methode fo lange fort, bis die Differenz der 

i 
beiden Gränzen kleiner als j^ ist, und feien diefe Gränzen 

c und d, so liegt log. a zwischen q und d, alfo da d — o <^ 

1 1 ' 

x^, alfo d < + jßS^ ist, fo liegt log. a auch zwischen o 

1 

und 4- TK^9 d* h. o ist bis auf m Deeimalstellen Näherungs- 

werth von log. a. 

'"'Auflösung 2. Hat man mehrere Logarithmen, z. B. 
eine ganze Logarithmentafel auf m; Deeimalstellen zu berech- 
nen, fo entwerfe man zuerst eine'Hülfstafel, in welcher die 
Wurfeeln f^lO = r^, p^= ra, T^rj := rg, • • • und ebenfo die 

Quotjentw .^ =^ ft, ^ = ?2, ,^-F=^» • • • berechnet find und 

zwar fo weit, bis Qu kleiner als 10^°^ ist. Hat man nup den 
Logarithmus einer gegebenen Deoknalzahl a zu fuchen, fo 
bestimme man (wie in Aufl: 1) n foj dass a zwischen lO'^ und 
10^^+^ liegt ^ bestimme darauf den Index a so, dass 

1^ = r« bis ra-i. 
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ferner b fo, dass 

ferner c fo, dass 

^^ = rcbisrc.i, 
liegt, u. f. f. bis endlich 

lUTarferc • • • 
ist, fo ist log. a = n + 5» + pb + ßc + • • • 
Beweis. Es fei 

a 

lO^^r^rbrc ... ~^' 

fo ist a = plOXrbrc 

log. a = n + log. p + log. ra + log. rb + • • • 

(nach 282). 
Ferner ist (nach *) 

p = 1 bis ru, 

alfo log. p = bis log. ru (nach 288). 

Nun ist log. ri = log. FlO (nach Hyp.) 

4 
= y log. 10 (nach 285) 

= y (nach 287) 

= Qi (nach Hyp.) 

Ebenfo ist 

log. ra = log. VTt (nach Hyp.) 

1 
= y log. |i (nach 285) 

= y ?i » ?a (nach Hyp.) 

Ferner 

log. ra = log. Fr^ = — log. ra 



2 

1 



= i^Q% = ?3 (nach Hyp.) 



u. r. f., alfo log. rft=:pa» 

fomit log. a = n + log. P + pa + pb + 



125 

Aber es ist oben gezeigt, dass 

log. p = bis log. Tu 
fei, d. h. =0 bis ßu, aber es ist ^u (nach Hyp.) kleiner als 
lO""*, alfo auch log. p •< 10-"*, alfo bis auf die m-te Decimal^ 
stelle 

log. a = n + ?a + ?b + • • • 
Determ. Das angewandte Verfahren ist allemal möglich. 
Denn nach Aufl. 1 ist es möglich n fo zu bestimmen, dass 

a = 10" bis lb"+-i 
ist; dann ist 

-^- = 1 bis 10. (nach 247). 

Da ferner 10 zwischen 1 und 100 liegt, fo liegt (nach 
247, 261) 10* zwischen 1 und 10, allb rj zwischen 1 und 10, 
folglich aus demfelben Grunde Yh. zwischen 1 und yiO, d. h, 
r2 zwischen 1 und r^, ebenfo r^ zwischen 1 und r^ u. f. w. 
Und es folgen alfo die Grössen 

10, rj, rj, rs, • • • •, ru, 1 
fo aufeinander, dass jede grösser ist s^Is die nächst folgende. 
Da nun, wie bewiefen, 

1^ = 1 b« 10, 

fo muss jener Ausdruck auch zwischen zwei auf einander- 
folgenden Grössen der obigen Reihe (^) liegen;, es fei 

— = Fa bis Ta-l = U Ws r^\ 

denn es war nach Hyp. r» = p^ra_i, alfo ra^ = ra-i. 
Folglich ist (nach 247) 

mT = * ^'' '" 

Dies muss alfo wiederum zwischen zwei Grössen obiger 
Reihe liegen, es liege zwischen rb und rb-i (wo alfo der Index 
b grösser als der Index a ist) d. h. zwischen rb und r^\ fo 

wird —- — = 1 bis rb. 

lO'^rarb 

Sd kann man fortfahren, wobei der Index der zweiten 
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Grfinze stets wächst und man muss «iro etidlfdi To iw^ü g-e- 
langen können, bis 

iÄiT = * "^is Tu 

lOXrbFe • • • I. 

ist, was als möglich zu erweifen war. 

Anm. 1. Es lässt fich dies Verfahren mit Anwendung von 266 
noch bedeutend abkürzen. Doch ist es nicht nöthig, hierauf näher 
• einzugehen, da die zweckmässigste Berechnung der Logarithmen 
auf ganz andere Principien beruht. (Siehe N. 344.) 

Anm. 2. Es folgen Hebungen im Gebrauch der Log^^rithmentafel 

§. 16. Üebersicht über die drei Rechnmigsstufen. 

295. Es giebt drei Rechnungsstufen, und in jeder eine 
hinzufügende und eine oder zwei wegnehmende Rechnungs- 
arten. Die Rechnungsarten der ersten Stufe find Addiren uod 
Subtrahireo, die der zweiten Multipliciren und Dividiren, die 
der dritten Potenziren, Radiciren und Logarithmiren. Die hinzu- 
fligenden Rechnungsarten find Addiren, Multipliciren, Poten- 
ziren, die wegnehmenden find Subtrahiren, Dividiren, Radi- 
ciren und Logarithmiren. 

296. Zu a die Zahl b addiren, oder zu a das Stück 
b hinzufügen, heisst zu a das Stück Eins b-mal fortschreitend 
hinzufügen, a mit der Zahl b multipliciren, oder zu a den 
Faktor b hinzufügen, heisst zu der Null das Stück a b-mal 
fortschreitend hinzufügen, a mit der Zahl bpotenziren, oder 
zu a den Exponenten b hinzufügen, heisst zu der Eins den 
Faktor a b-mal fortschreitend hinzufügen. Ein Stück oder 
einen Faktor (— b)-mal hinzuff^gen, heisst ihn b-mal weg- 
nehmen, ein Stück a oder einen Faktor mal hinzufügen 

heisst, b der c gleichen Stücke oder Faktoren, in welche a 
zerlegt werden kann, hinzufügen; null-mal hinzußigen, heisst 
unverändert lassen« 
Beispiele. 

8 + 3 = 8+0 -f 1 + 1) = 8 + 1 + 1 + 1 

8-3 = 8 + 8 + 8 = -[-(8 + 8 + 83 = + 8 + 8 + 8 

83 = 8.8-8 = 1.(8.8.8) = 1-8.8.8 

8-3 = j-83 = 1:(8.8.8)=f:1;8:8:8 

8* =(2-2.2)* =2^ = 2-2. 



••») ist 

Beweis ftr die dritte Rechmmgsstufe. 

b b ^ 



a^ = (a'a«- • •a) = l«(a«a«- ••a) = la-a a 



b 



b 



a"^ = 1 ; a^ == 1 : (a«a- • • -a) = 1 : a ; a* • • : a 

t r i\^ / X V x\ -i — r^ — i 

ac = UO = U^.a^ -a^J = l-a^a^- • a^ 

und a= a* = a" = (aV = (a^-a^ aV- 

Alfo erhäU man a% indem man a in o gleiche Faktoren 
theilt und b derfelben fortschreitend zu Eins hinzufügt: 

b ^ 

b _b^ XIX XX i 

a""^= 1 :ac =4 : (a^a^ • a^) = 1 :a* :a^: :a^ 

a^==a= la 

a« = l. 

Alfo erhält man a^ indem man zur Eins den Faktor a 
null mal hinzufügt, d. h. 1 unverändert lässt. 

297. b fubtrahiren, heisst das Stück b wegnehmen, mit 
b dividiren, heisst den Faktor b wegnehmen, eine pofltive 
Zahl mit b radiciren, heisst von ihr den Exponenten b (der 
jedoch zur pofitiven Bafe gehören niuss) wegnehmen, eine 
poHtive Zahl mit der poHtiven Zahl b logarithmiren, heisst von 
der ersteren die Potenzbafe (die jedoch zu reellem Exponenten 
gehören muss) wegnehmen. Hierbei muss der Faktor und der 
Exponent, welcher weggenommen werden foll, von Null ver*- 
schieden fein, und die Potenzbafe, welche weggenommen wer- 
den foll, von Null und Eins versci^ieden fein. 

Beispiel. 3 von 729 fubtrahiren, heisst von 723 das 
Stück .3 wegnehmen; um das zu können, muss 729 zuerst 
als Summe dargestellt werden, deren eines Stück 3 ist. Es ist 
aber 729 == 726 + 3, davon das Stück 3 weggenommen, giebt 
726. Ferner 729 durch 3 dividiren, heisst von 729 den Faktor 
3 wegnehmen, 729 ist 243-3, davon den Faktor 3 wegge- 
nommen, giebt 232. Ferner 729 durch 3 radiciren, heisst 
von 729 den Exponenten 3 wegnehmen, es ist aber 729=^9^, 

3 

alfo erhält man y 729 = 9. Endlich 729 durch 3 logarithmiren, 
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heisst von 729 die Potenzbare 3 wegnehmen. Es ist aber 
729 = 3« alfo erhält man log. 729 = 6. I 

Anm. Unter den hinzugefügten Bedingungen find die, dass 
der wegzunehmende Faktor und Exponent nicht Null , und die weg- 
zunehmende Potenzbafe nicht Null und Eins fein darf, unumgäng- 
lich nothwendig. Ebenfo nothwendig ist es, beim Radicircn und 
Logarithmiren eine Bedingung hinzuzufügen, durch welche das Re- 
fultat genau bestimmt wird , und nicht mehrere verschiedene Werthe 
hat. Es lässt fich zeigen, dass für mehrdeutige Ausdrücke, keins 
der bisher bewiefenen Öefetze gilt, und daher die Rechnung nait 
folchen Ausdrücken durchaus zu verwerfen ist. Das Radiciren und 
Logarithmiren von Grössen , die nicht pofitiv (alfo null , negativ, 
oder imaginär) find, und das Logarithmiren mit negativer oder 
imaginärer Bafe lässt fich nur dann genau definiren, wenn die Ge- 
fetze der Rechnung mit imaginären Grössen aufgestellt find. (Siehe 
§. 24.) • 

298. Da die Stücke bei der Addition vertauschbar find, 
fo giebt es zur Addition nur Eine wegnehmende Rechnungs- 
art. Ebenfo da die Faktoren eines Produktes, fofern fie Zahlen 
find, vertauscht werden können, fo giebt es zur Multiplikation 
der Zahlen nur Eine wegnehmende Rechnungsart. Hingegen 
wenn der Multiplikand eine benannte Grösse, der Multiplikator 
eine Zahl ist, fo lassen fich die beiden Faktoren nicht mehr 
vertauschen, da der Multiplikator nie eine benannte Grösse 
fein kann. Dann treten alfo zwei wegnehmende Rechnungs- 
arten hervor; nämlich 1) Multiplikator wegnehmen, d. h. theilen, 
2) Multiplikand wegnehmen, d. h. messen. Da jedoch die 
Rechnung mit benannten Grössen stets auf eine Rechnung mit 
Zahlen zurückgeführt wird, fo ist diefe Unterscheidung für 
die Ausführung der Rechnung überflüssig. Beim Potenziren 
endlich lassen fich die beiden Verknüpfungsglieder (Bafe und 
Exponent) im Allgemeinen nicht vertauschen; z. B. 2^ = 8, 
aber 3^ = 9. Alfo find „Bafe wegnehmen^ und „Exponenten 
wegnehmen^, d. h. Logarithmiren und Radiciren, wefentlich 
von einander verschieden. 

299. Vertauschungsgefetz. Die Ordnung, in welcher 
man fortsciireitend 1) addirt und fübtrahirt, 2) multiplicirt und 
dividirt, 3) potenzirt und radicirt, ist gleichgültig für das 
Refultat. 



••*) 



129 



a + b + c = a + c + b 



a*b-o 



=A'Ob 

a— b — c=a 



a : b : 



»4-b — 

-TO-b 

o:b 



o = a — • -|-b 

= a:o'b . 
1. b 



=;?:a: 
(a^/ =(a«)»» 

An IQ. Setzt man beia^ Addiren a » 0, .fo erji|lt ma)!^ du 0^ 
lils Summand nichts ändert, b 4; 0^«= e -{- b; letzt man beim Hultl- 
pliciren a^s 1, fo erhält man, da 1 als Faktor nichts ändert, >-e a 
c-h. pieler Schluss lässt Tich aufo Potenziren nicht anwenden; da 
es%eiife Zahl glebt, die alu Potenzbafe nichts ändert: 
. SMMK Yereiiiigungsgefet2. Eine Summe «ddirt odSf 
ruJMrahirt man ,. indem mon die Summanden foHschneitend ad- 
dirt oder fubtrahirt; mit einenr» Produkte mttUiplicirt> ffvidirt, 
potenzirt oder radicirt man, indem man mit deä Faktoren fort- 
schreitend muUipUeirt, dividirt, polenzirt oder radieiit. Bine 
Differenz addirt man, indem man foi^sehrettend tbiF 'ersteig 
Glied addirt 4ind ihr zw^eites fubtrahirt, mit einem Bruche muW 
tipliciri oder potenzirt man, indem man forlschreileiid mit 
feinem Zähler nuiltiplkirt oder potensirt und arit feinem Nemifcrr 
dividirt oder radicirt. Eine Differenz fubtrahirt man; indem 
man die umgekehrte. Differenz addirt, mit einem Bruche divi* 
dirt oder radicirt man, indem man dhI dem umgekaiirten 
Bruche multiplicirt oder potenzirt. 



a + (b + c)=a + h + c 
a(bc) ♦ =ab-o 

a^ =(a^)« 

a + (b — c)=a +b — 

b 
a • — 
c 

a* 



a — (b + o>s:a — b — o 



a.-tb c) 



bc 



:ä : b : c 



.]/k 



=a'b: 



Cb- 



_b^ 

e 



■c)=a+(o-b) 

e 



Beweis. 

b 



Nur die letzte ForiAel ist noch zu beweifen: 

- . b ^c c 



iSO 



w^ 



301. Beziehungsgef<;tz. ^^ine .Summe oder Diffe- 
renz miAtipIicirt oder dividirt man mit einer Zahl, indem man 
die Glieder n\it dierei" Zahl muttiplicirt dder dividirt; ein Pro- 
dukt oder einen Bruch pöbnztrt oder radicirt man mit einer 
Zahl, indem man die Verknüpfungsglieder (Faktoren, Zähler 
und Nenner) mit diefer Zahl potenzirt oder radicirt, ein Pro- 
dukt oder einen Bruch logarithmirt man , indem man die Ver- 
knflpfungsgliader einzeln logarithmirt und die Logarithmen ent- 
sprechend adflirt oder fubtrahirt. Ferner: ' , ' 

Mit einer Suipme oder Djfferenz multipli^irt man, indem 
man mit den Gliedern einzeln muUiplicirt ui|d die Produkte 
eiilspreciiwd^ ad4ii*t oder fubtrahirt, mit einer Summe ^ oder 
DjITerenZ' potenzirt man, indem man mit den Gliedern eili- 
zelii^ pcAe{i|&i|rt und die Potenz^ii eatspreehcnd muUiplicirt oder 
dividirt^ Hingegen: ^ 

«Statt eine Sumjne oder Differenz zu potenzirea, sm- radi- 
ctren, oder m. logtriHHpir», darf man niciit 4ie Glieder 
potenziren„ radiciren oder logarithmiren. Und statt mit einer 
Suaime oder Pifferenz zu dividiren, zn radiciren oder zu 
IqgaritlnnireQ, dacf .man aichl mit den Gliedern einzeln divi-^ 
direii/ radiciren oder XpgarUhmiren. 

. (a + Wcas: ac4rhc j (a *- Wc = fto -- bc 



it»b)! 



a^b^ 



(a:b)<^ 





X 



(»b)« 



a b 
q « 
:a*b* 



. ab = log. a + log. b 



a — b 



c 






(|y=ac\.bc^ 

log. Y = log. a — log. b 



a G> + Tqj = ab + ac 



-b+c 



= a^-a* 



ft(b -^jp) = ab — ac 

ab— C -«« «^b . äC 



a**"^ = a° : a*^ 

Beweis. Nur die negativen Sfitze bedjQrfen noch eines 
Beweifes. llan bat nur znleigen, dass für bestimmte Zahl- 
wertho (Null als Divifor ausgeschlossen % .L w.) jene Sätze 
nicht gelten; alfo z. B.: 

(4 + 3)* = 49, hingegen 4^ + 3^ = ,25; (4 — 3)^= 1, 
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hingegen 4»— 3»== 7; |'(lft + 9).= 5, .hingegen Tl« + 

■y'9 = 7-, yW^^ = 4, hingegen T^ — fT= Z; log. 10 

-f log. 1 = 1, und log. 10 — log. !•= 1> hiKgiegea log. (10 

+ 1) > i, log. (10- 1) < 1; 3^-= 6, Wnfegen y + 
30 ,«. 30 oA u- 30 30 ,, 1^ \ 

hingegen 764+764 = 72; 764t=?64, hingegen fM — 
764 = — 56 ; log. 64 = 2 bis 3, hingegen log. 64 + log. 64 
= 9, log. 64 = 6, hingegen log. 64 — log. &4 = -2-^ 3. 

302. Verhäitniss der verschiedenen Rechnungs- 
stufen. Alle Sätze der ersten Stufe gelten auch für die 
zweite, wenn man nur jede Rechnung um eine Stufe erhöht, 
und statt Null Efns fetaU. *Al\e S^Me der zweiten Stufe, bei 
welchen mindestens eine benannte Grösse vorkommt, gelten 
autjh'för die dritte, v^etm man nur jede-Rechnung,* mit Aus- 
nahme der Rechnung im Exponenten (LogaritBmus), tmf eine 
Stuf0 erhöht,* alfö auch i statt fetzt, Vrobhi das Bividiren, 
je nachdem d^r IHrifor benannt oder unbenaniit ist, In das' 
Logarithmiren oder Radiciren übergeht. ' i * 

Beweis 1. Alle Sfitze des Addir^s und Subtrahirens 
lassen fich aus deA Änf Formeln a -f- (b + c)==a +•*!> +"C,' 
a + b = b + a, a — b + b=^a, a + b — b==2a, a-f = a 
ableiten. Die entsprechenden Sdtee gdteR auch fOf die zweite 
Stufe, fiämUch a (b c) =^ abc, ab =: ba, a : bb = a-b t b == |^ 
al ±=a,^lfo^ auch di& dtraus ableitbarea. ^ :" 

2. Von den in Beweis 1 angeführten Sätzen ist-'def' Salz 
d«p Vertmiscbung der Faktoren nicht auf benannte Grössen 
anwendbar. Er wird hier erfelzt durch den £atz, daHs die 
Ordnung, in welcher fortschreitend multiplicirt wird-, Ar das- 
Refultat gleichgültig ist. Bezeichnen wir^die bBnannten Grössen 
mit latduiscbii^, 4ie nnbenanntea (d. b. die Zielen) mit grie- 
chischen Buchstaben, fo nnd'die Sätze folgende: 

a(/?y)t=aj?y = ayi», a: jS-^««^:/» =4, Äl^^a. 

9* 
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. Yim diafen Sitoon kisseii fidi ^ie beiden Diyißon^fftize 
noch in folgender Form darstellen (init der Divifion als Messung) 

Ztt diesen Sfltzen kommen nun noch die Beziehungs- 
Sllze: 

»QJ+y) = aiJ-|;ay ^nd ö^ -Hb)y = ay + by. 

Ans ihnen lassen fich alle übrigen Sätze ableiten. Die 
eiitiy^r^henden Sfttze der dritten Stufe flnd: 

lk*e = (a*)* = (a*y , (a*/ = (a*)^ = a, a^ = a 

'" ♦Idg. a 

log,(b^);=d,b ^ =a, a**« = a*a% (ab)« = a*b« 

b 

aus ihnen folgen did übrigen Sätze der dritten Stufe; wie die 
der zwtüten'aüs; den entsprechenden Sätzen* der zweiten Stufe. 
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$.U7, üiteiicaiiüie Beihen. 

• 303« Wenn die pofitfyen Werthe mehrerer Grdssen 
(l^H aj^* • Nf^^b)!^'^ <)i^ fofitiven Werthe (hf^r" i^iohi 
übersteigen^ fo tberstcif t aucfh der pofltive Weräi 40t Su|pme 
(ai +^1 + "0 J^P^>^ Grössen dit^ Sämme % + % + v nicht. 
Hfp. pos. (ai) = <:(jtj, iw)s. (aa)==<%,-"*. 
Tli^f, pos, (ai 4- aa + • • = < «i + «a + • • •, 
wp.pof. (%) den poßtiTen Werth von % bezeichnen foll. 
Beweis 1. Es feien ai und ^ poTitiv^fo ist nach Hyp. 
a^ = <ca^, aj = 5a,; 
rifo auch ai +% = < «i + a, ==? < Uj + % (nach 5J30), 

2. Es feien a^ imd aa negaür und ht und bs Uure poß- 
tiveH W^tboj fo ist \ ' , 

ai +ai=?=^J)i +(--b,)^-(bi +bt) (nach 41); 
»Ifo irt.bi + bi der pofitive W»th von ai + a«^ Ab^ nach 
Beweis* 1; t 

bi + ba ?= < Ol rf «i. 
- ' 3. Es feien, a^ und ^ entgegengefetzt bezeicbnete Grössen, 
und bi und ba ihre pofitiveh Werthe,* und zwar etwa bi >^*i, 
fo ist (nach 4Ä) der poßtive W^rlh von ai + äj gleich b^ — b,. 
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bi — b2 < l>i ■< bi + bj = -< Ol + «j (Raeh Beweis 1); 
alfo der pofilive Werlh voii ai + a^ amch in diefeiki FiMe kldiiier 
als Ol + 02 . Dasselbe giebt .wenn ba > b^ ist. Und wenn bi 
= ba ist, To wird ai + th null all^o gleichfalls kleiner als die 
pofitive Gtösse «1 -f- öj. * -' 

4. Es Tefen jetzt mehr als 2 Grössen angenommen. Bi 
ist pos. (ai -f aj) =^ < Oi -f «2 (Beweis f — S)* 

pos. (aa) = < «3 * / (flfyp.), 

alfo • pos. (ßii +9,2 -f a3)*=3 < Ol + «2 + Äs (Beweis 1—3) 
n. f. w. für beliebig viele Grössen. 

Anm. Der pofitive Werth Ton «i + ag -{* * *** ^t tt^i dkatt 

gletch C(| -4. ce^ -{ ^ T^enn m, S), • • lüle gleicb beseidaHite Grösaen 

und die pofitiven Werthe von ai, a^) •• beziekUcb gleich <t^) C^S) •• 
ßnd ; in j^dem andern ?alle i3t der poÜtive Werth ton «i + «i +* * • 
kleiner als Ol 4" ^ +***• » ^ .' . . r 

304. Weni^ k. eine beliebige Gcöüse wd ^ j^fitiv^^abfr 
v«n 1 verschieden ist^ (0 Ijisst rieh stet^ ein gans^pofltiv« 
WertL n von der Art finden^ dass > < . 

1) a*>k fei, we^na:>l, , . «• • 

und 2) a* <: k fei, wenn f < 1 . . _ . , . V' 
ist, und diefe Vergleichungen auch foi^ast^en, wenn n noch 
grösser wird. 

Beweis 1. Es fei a> 1, fo ist (nach 293) log. a po- 
fltiv. Soll nun a'^ > k fein, fo muss 
^ log. k 
log. a 
fein. Nun kann man n stets fo wfthlen, dasi diefe TergleiiAung 
erfüllt ist, da log. a pofitiv alfo von Null velrsehieden ist Hat 
man nun n fo gewählt, dass diefe Yergleichuhg efföHt ist, fo 
hat man 

n log. a > log. k (nach 932), d. h. logr. a'' > log. k (nadi i8^ 
alfo auch (nach 240) 

10iog.»'*> IQiog.^^ d. h. a»>k (nach 280). 

1 
2. Es fei a < 1, fo ist -- :> 1 (nach 285). Nun bestimme 

man, was nach Beweis 1 möglich ist, n fo, dass 
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aj: 
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iifc im4 auch bl^i^tf wenn n noch gröcisdr witd. Dann rißt 
4r ^ 4-, d. h. a» < k (nach 235). 

SOS. Wenn in einer Reihe poritiver Grössi^n (u, Ui, U29 •*• «) 
..dts p-facb^ jedes Gliedes grösser oder eben tp gross als das 
nliehstfolgende Glied, und 9 ||leiner als 1 ist, To ist die Sumiue 
aller Glieder bis zu einem beliet;igen Gliede q^ hin kleiner als 
(Mn Bruoh^ dessen- Zähler das erste GUed und dessen Nenner 
1 — p ist. 

. Hyp, Up:^>Ui, UiP=:>U,, •" • • U»-tP = > «n, 

; ^ . Thes. u + Uj + • • + tj^ ^ r=^* ^ . 

Beweis. Du das Produkt up grösser oder eben fo gross 
als die'poßtive Grösse' Ui fein toll, fo mUs^r audh jenes Pro- 
dukt up pbfitiV.rein, und da der eine Falter diefes Troduktes 
pofitiv ist, fo muss es auch ider andre fein (nach 94), d. h. 
p ist pofitiv. Alfo muss aucli (nach 93) 'u^p pofitiv fein. 

Addirt man nun die Vef gleichungen 
" Bp = :>Ui ' 

UlP = >U2 

«n-lP = >U„ 
«bP>0, 

Ib ^hütt man (n|ich 91) . ^ ^ 

J . \ 3*P + uip + • • j»4- UttP > Ut + Ua +/ . t.u«. 

,^ Setftt man der Kftrze wegen . ^ « 

U-f Ui +••• Un = S, . . 

(o ^ehi die vorige Vergleic}iung üb^r ifi 

Sp > U4 + Uj + • • • u^. 
Addirt man auf beiden Seiten u, fo erhftlt man 

u + spt>s, 
odi»r . iii>s(l-^p), ■ ' i 

alfo da p kleiner Hß 1, alfo 1 — p pofitiv ist 



8<:^ (nach233),d.h.u-f Ui +"Ua 



1 _ p V- -^» .-II "* 1 _ p 
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306. JErklärung. Wenn man in eitler ttneindiich^n 
Reihe, d. h. in eiiier Summe Ton unendlich vielen Gliedern^ 

U + Ui +H2 H •/ ' 

nur die erstän Glieder bis zu einem Gltlede u,| hin n^mmt, die 
übrigen Glieder aber auslässt, fo Tagt mah, *iiian habe die Reihe 
bis'zum Gliede u^ hin fortgetetzt, die Stimme aller fol- 
genden Glieder henn't man den zugebörigo|^ Rest dor Reihe; 

alfo ist* u + Ui ^ ui H ; 4r, "» 

did bis zu denr Gliede 1i„ fort^efeizte Relh^, und ' 

der '^zugeb^ige Resit. t^ie «nendlicfie Rdhd" helsst konver- 
gent, ^e»n fie ficir stets fo weit fortretzen filsst, da^ ihr 
Rest feinem pofitiven Wprthe nach kleiner uiB e!ne beliebige 
gegebene pofltive Grösse d wirdi^ und auch « kleiner bleibt, 
wenn man die Reihe.BOch weiter fortlatzt. Eine Reihe, welche 
nlEt^t kehv^gent is^, beiM diirergehi. it^mt eiW Reihe 
einem bestimmten (endlichen) Werthe gleichgefetzt* wk*d^ fe 
füll damit immer zugleich gefagt Tein, dass die Reihe kon- 
vergent ist. " ' 
Au fg. Den Wer th einer kohvefgbnlen R€|iheJ^is zu einem 
geforderten Grade der Anniherung zu berecbpen. ^ ,^ 

Aufl. Es fei verlangt, dass der zu fuchende angenäherte 
Werth fich von d^iö wahren Wof^ie d^rfelbeii um wenigeir 
als um die poÖtive Grösse d unterscheiden foll, fe^.fet^e mm 
(was nach der Erklärung ier konvergenten Reihe stets mög- 
lich ist) die Reihe fo weit fort, bis ilA* Rest r feinem po|itiven 
Werthe nach kleiner als dist und auch bleibt, vM fei a der 
Werth der fo weit fortgefetzten ReHie, fo ist a die gefuchte 
Annäherung. Denn der wahre W^rth der Reihe ist p+-h 
und da der pofl^ve Werth von r kleiner als d is^ Jo iipfer- 
schoidet Rcii die Annäherung a von dem wahren Wqjrthe a 
-f- r um weniger als d, was gefordert war^ 

'Anm. Die konrergente Rdhe ist alfo steil eitter bestimmten 
Grösse gleich, und kann daher -ati» folche behänddt werden. Hin- 
gegen die d i Y e r g e n t Q Reihe darf keines Verknüpfang unterworfen 
werden, da, wie fich zeigen lassen würde, kei;^^.yerknapfang8- 
gefetz fär fie gilt. 

307. Jede unendliche Reihe, in #el(iher >von irgend 
einem Gliede an jedes folgende Gflied durch dfas nächstvorher- 
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gehende dividirt, einen Quotienten giebt, dessen pofitiver 
Wert^ stets RIeindr'oder ebenro gross ist ak ein bestimmte^ 
flchter Bnich p, ist konvergent. 

B elf eis. E^ fei d eine beliebige gpfitive Grösse, (o ist 
Ztt iBeigen^ dasi$ mau die gegebene Reihe ste^ To weit fort- 
felzen kann,^ dass ilir Rest Teinem pofiyven Warthe nach 
kleiner als d wird un(| auch bleibt , wenn man die |l§ihe^ noch 
weiter fortfetit. Es Teiena, ai, 9^^ -^ die Glieder der Rei^e, 
u, tti9 U), •• die pQfitiyeh Wertbe diefer Glieder , und r, der 
poHtive Werth des Restes a^ -f aa^-i -f a^+Ä + • • • 

Ferner fei. aiigenomm^ii, 4&^s die in»> Satze aogegabeno 
Bedingung von d^m Gliede a» an erfüIU werde,- d. h. da^s 

»«4-l=»<»mP».«m-H=<«»irHlP» • 

fei, fa ist OaAch 303) der poritiv«.WerU» dM.Restai a^ + 
und (naoh 305) 

alfo aaeh (nacli 9l) ' 

V<:ii„:(t — p). 
Und cliere' Yefgleichang bleibt noch bestehen, wenn man' statt 
m eine grossere Zahl, alfo etwa m + n' Tetzt, alfo 

Da ferner 

istj^ (b ist (nach 99)' das Produlct der n kleineren auch kleiner 
als dos der n grosseren, d. h. als dar n ärOssen p, aKo als 
p» (nach 192), J. h. 

u.rtiJ'm+illlL.'W-, ^ < p« („geh 140), alfo 
H5d2--'<:^ (nach 137), alfo auch 
i^.=»<5Ü^ (nach 232,^33). 



Yerbia^et jman ^iefe YergleichiiRg mit der abigen (^), fo 
eriiöU man (nach 91) " 

Nun k^mmt es darauf an , in dlefem letzteres Quqjtienten 
die g^nze pofitive Zahl a fo zu bestimmjen, .d^s der Quotient 
kleiner als d wird, nn^ auch bleii^, wenn n wächst. J>iefem 
wird genügt y wenn, was (naeh 304) stets möglicli ist, n fo 
bestimmt wird, dass 

wird, und .auch Ueibt, wenn jl wächst. Dann ist (nach 232, 1233) 

«mP":(l-p)<d, ' \ ; 

alfo da r„^4_n < Uj^j" : (1 — p) < d ist, fo h«t onan . . 

und diefe Ver^leiehung lileibt auch bestehen, wenn n Wächst, 
d.'h., da d eine beliebige, pof^iye Grösse isl, 4ie gegebene 
Reihe ist konvergent (nach 306). 

*308. Wenn der Rest einer unendlichen Refte 

U + Uj + Uj H ^ 

die bis zu einem Gliecle u^ fortgefetzt ist, feinem pofltiven 
Werthe nach kleiner als djst, und auch kleine^ bleibt, wenn 
man die Reihe noch weiter fortfetzt, fo ist jedes der nutv^ 
folgenden Glieder feinem pontivqp Werthe nach kleiner als 2d. 
Beweis. Es Cei Ur eins der Glieder, welche^ auf \k^ 
folgen, und a der Wertb der .unpndlichen Reibe, fo ist der 
Rest der bis u,^ fortgefetzten Reihe a — Xu + H + \* ^n)« 
Nach Hypothefis i^ der pofitive Werth diefes Restes Meiner 
als d, und bleibt es aueh, wenn man die Reihe über u^ hin- 
aus bis u, fortfetzt; alfo auch wenn mant in <d>igem Ausdrad^e 
r oder auch r — 1 statt n fetzt, alfo 

pos. (u ^ Ui + »»Ur — a) < d, uild 

pos. [a — (u + Ui + • -Ur-i)] < d. . ^ . 
Alfo auch (nach 303 Anm.) der pofitive Werth der Summe 
diefer beiden Ausdrücke kleiner als d'^^ d, d. h. u, <: 2d. 
^309. Wenn eine steigende Potenzreihe 

a + aix + a2X* -[...». 
für jeden pefitiven Werth x, der kleiner als eine pofitive Grösse 
k ist, gleich Null ist, fo find die ßimmtlichen Koefficienten null. 
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Beweis 1. Es TeiTi podtiv und kjeiner als k, fo ist 
(nach Hyp.) 

atfo («ach 306) die Reihe a -f aih + a2t^ -f- . . . konvergent, 
folglich wi(d Mn (nach 306) die Reihe fo' ^eit forlfetzen 
können', dass der pofitivfe Werth*ihre§ Restes von eioein 
Gliede, etVira von deih GUede a^h" ab, kleiner aß piiie be- 
li^ig angenommene pontive Grösse d fei, dann ist (nach 308) 
jedes folgende GliBd feinem pofitiven Werthe nach kleiner 
als 9A. 

Jetzt betrachte man die pohtiven Werthe de( Grössen 
2d, a, aih, •• J^h»/ 
Einer derfelben Wird der grösst« fein mtlssen. Nun fei q 
eine politive Zahl, die mjeh grösser isi alä der grösste dieser 
Werthe, fö^ist/aer pöfitive Werlh von jedem Gliefle der 

Aeihe a + rfih + aali^ -f kleine^ als q. 

Nun ^ fei z noch kleiner als h, alTo auch kleiner als k, 
nnd alfo (nach fiyp.) 

a + aiX + ajx' -f • • • • = Ö, d. h. 
- ÄiX -f-äaX* +••••• =^ — a, ' 
Alfo^ wenn man 'den pofitfven Werth wie in No, 303 
beareichnet; ^ ' 

pos. (a) ==*pos. (aiX -f a»x' +••••). \ 
Nun ist, wie oben gezeigt 

pos, (aih) <: q, pos. (ajh^ < q, • • • ; 
t)a nun x und h pofitiv find, fo erhält man, indem man 
diefe YergTeichungen nach der Reihe mit den poHtiven Grössen 
t V ' ' *' ^ • ' ^ >*'.'• ."^ 
■^«,--> multi|^li0irt ... 

poß. (aix) .<^ ^, pos, (a,x^) < *^, • • • , 
alfo auch (nach 303) • 

pos. (i^X'+ aax' ri ) <: Y "^ IP' '^'^ ' ' 

oder, wenn wir-r- = P fetzen, 

<:qp-f:qp» + ..... 



Da nun z < H aQgenoiBm«B ist, fo ist p ein &ä^t Brach, 
alfo (nach 305) • , ' 

Set||t mai^diere Yergleichiyigen zorwomcn,) fo .erbttlt 01911 
(nach 91) pos. (a) < j-^- ' 

öder, indem man wieder statt p feinM Werth -r-< fetetj 

pos.(a)<:j^. 

3.- Nach diefen ^Vorböreitungen wird* nun indirekt be- 
wieren, dass a gleich null fei. Angenommen^ a fei von Null 
verschieden, To wäre es immer möglich, z To klein zu nebmon^ 

dass - y kleiner als der noIRive JVettli voÄ-a wftre. Zu 

h — X .. 

dem Ende hätte man nur '^ ' ' 

j^ ''hpos.(a) ' _ 



q + pos,(a) ! V ^ . '. 

aber poHtiv anzunehmen. Dies würde fmmer m5gUDti Teih, 
fo lange nock a von NuH v^schieden iist. - DanS hätte man 
durch Multiplikation mit qVppbs.Xa) ' .*' 

»(4 + Pö^' W)"^Iipos. (a), d. h/ - 

xq<(h — x)pos.(a) ' ^'^ ^* 

oder, da h — x pofitit ist, 

j^-^ <: pos. a (nach 233). 

Setzt man diefe Yergleichung mit der am Schlüsse von 
Beweis 2 erhallMf» iEurammeni^fo. würde ßch (nach 91) er- 
geben Pps. (a) < pos. (a) 

was unmöglich ist« Alfo ist die Annahme, dass a von Null 
verschieden fei, unmöglich, d. h. a ist gleich Nu!I. 

3. Ist nun a = Q, fo hat man (nach Hyp.) ^ ^* 
aix rf^a^^* + ' • • = 0. . . . ^ 

Da ferner (nach Hyp.)*» von Null verschieden isij fojkann 
man diefe Gleichung durch x djvidiren und erh|ft 

ai +* a^x + aaX^ -( =?= 

alfo (nach Beweis 2) a* = 0. ^iif "^^leichp Weife folgte nun 
aus diefen beiden letzten Gleichungen a^ =: u. f. w. 
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- *810. Wenn= zwei steigende Potenzreihen 

a + bx + ox* + • • • und 
a + /9x + yx* + • • • 
für jede pontive Grösse x, die kleiner als k ist, oder auch 
fttr je4e negative Grösse x, dtren potttiver Werth Id^iiier als 
k ist, gleiche (endliche) Grösse haben, To find die entsprecfaenr 
den KoefScienten gleich. 

Hyp» a + bx + cx^+--=a + ^ + )TC*+«- fürx<k 
oder pos. x < k. 

Thes. a = a, b = /?, 

Beweis 1, Es fei x pofiiiv^ fo hat man nach (Hyp.) 

, ' . "a -f bx +,cx* + % «-ii?x— rx'— :• =0, d.h, 

a-a + Cb^*^)x + (o-y)x^+/-.=0 ^ 
alfo (nach 309) 

' a^e=sO, b---j? = 0, t--y = 0, ••• 1 h, 
a = a, h — ß, o = y, •••. ., 

2, Es fei X negativ und fein pqfitiver Werlh y, alfo 
x=5= — y und y<:k, ,^ , 
fo erMU man (nach Hy^.). - . 

\ a +*.(-y) + e(-^y)» + • •;==:a+^0-y);+^(-yD'>+ • • • 
Dies kann man auf die Porin b)i;iiisen^. > 

a + C- b) y + cy^ +.^ ==« + (- ß) y +'Yyi,+ - 
Alfo isl Ba6h Beweis i - ■. * ^ - ' 

a = a, — b==s — /*, e = y, • •• d.. feg, 
a = a, b = ^, o = y, ••• 



(binomischer und polynointscher Lehrfatz). 

811. '(1 +x)^=l + 2xVx». 

8ia. (f+x)•^=sl+3x + 3x* + x^ 

3ia. (l+x)*=l+4x + 6'x^ + 4i*» + x*. 

«i«: (1 + i)'^ = 1 '-f 5^ + lOx^ + lOx» + 5x* + x'^. 

318. (1 + x)« = 1 + 6x 4- 15x^ "+ 20x« -1- 15x* + 6x* 

. +v. / . ' , ';. 

Beweis. Durch fortschreitende Multiplikation. 
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Anm. I^iorKoefficienten d^r Oten Potei^ und 1, 6,JUh 20, 15, 
6, 1. Dividirt man jeden derfelben, yom zweiten an durch dep. 
nächat vorhergehenden, fo erhält man die Reine der Quotienten 

^ A A JL A JL 

mit dem merkwürdigen Oef/gt^e*, dal0 4Ar Zähler die wn.ß an ab- 
nehmenden, die Nenner die Ton 1 an zunehmenden Zahlen find, 
der erste Zähler ist alfo gleich dem Exponenten der gefuchten Po- 
tenz. Man überzeugt fich leicht, dass auch ' für die übrigen der 
oben aufgestelHen Formeln dies Gefetz gilt. Danach i&t alf9 *' 

..,..« .. ß ^ , 6-5 ^ ,♦6.5.4 . 6.6.i^ . ' 
(1 + X)« = 1 f -:r* + ^.j^x^ + iT^raX» + jrsTgqtx* -f 

6.5 :4.?2 6. 5'4.S.a.l 

1. 2^3.4.5* +'1.^.3.4.5.6* 
unlGl entsprechend fär die übrigen Potenzen. Bs kompt dafattf 
an^ dielen Sa)» zu vcrall^i^tneinern. Man Geht, (fass ea d&zu nöthig 
ist, die Brüche näher zu betrachten, deren Zähkt ein Produkt ab«' 
nehme^dQr g^zer Zahlen, und d«{^n^enn^ Oin PrQdukit von eben 
fo viel von £ins an zunehmenden ganzen^ Zahlen. ist. 
' 816—319. Eckllb*un|. Wenn der Z&bler fowohl eis 
der Kenner eixies Bruches eiq Produkt von ^ Fajl^9ren isl^ 
von den ^Faktoren des Zählers der erste gleich a und jeder 
folgende um 1 kleiner ist als der näehstvorhergehende, ^nd 
die Faktoren des Nenners die n ersten ganzen Zahlen (von 
1 bis n) find, fo bezeichnet man dielen Bruch mit a*^ (geleren 
a Punkt'n), *. h. ^ ' " " 
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Wir nennen 



eine 
Kombfnatfonszahl/a Ihre Bafe, n ihren' Exponenten. ^ 

Anm. Aus der ersten Definition (Formel 316) leitet man die 
übrigen dadurch ab, das» inan aus Slö'dieii^Armelia'n-^ ss.a*n • n: 
(a— -«4*1) entwickelt, und die|e au<ch für den Fall anwendet^ 
wo n kleiner als 3 wird. Der Qmnd ^r Benennung wird 'später 
($. 2i) angegeben werden. Es ist no^h zu hemcrken, daot der 
S^Lponent der Kombinationszahl hier überall als eine ganze Zahl 
angenommen ist 
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SM. Eine Kombinationfszabl (a*^) ist in folj^enden Fällen, 
aber auch in keinen findern , 'gleich null ' 

ly wenn der Exponent (n) negat[v ist, 

2) wenn die Bafe (a) eine ganze, aber nibht negative 
Zahl, und dev Exponent (]l> grösser als die Bale 

* (a)lst.^ ' ^ 

, Beweis. Der E^cponent n kann nur entweder ^negativ, 
null odef po/itiv fein. Im ersten Salle iat a^'scO (nach 319). 
Im zweiten ist a*** =*e**.= 1 (nach 318), alfo von null ver- 
schieden. Es bleibt alfo nur der Fall zu betrachten, wo n 
pofitiv ist. Ist zun^Ast n = 1, Wf ftt a*" = a*^ = a, alfo nur 
i^TjP null, wenp a = 0, es ist aber die einzige Bafe, welche, 
wenn 1 der Exponent ist, der Bedingung 2 gpenügt« Wenn 
endliobneine ganze. Zahl :> 1 ist, fo ist a*** (nach 316) ein 
Bruch. Diefer ist 4afm und Mr dann null, wenn fein. Zäbler 
null ist. Der Zähler ist ein Prodhkt uncT ist als folches dann 
und nur dann null, wenn einer der l'aktoreh null ist, 'd. h. 
wenn * enWieder a = oder == 1, odejr = 2 u. f. w. oder end- 
lich as*!! — 1 ist,' i. h. wenn a eine ganze aber nicht negative 
Zahl und n > a ist. • * * 

S21. (a+iy'^=^a-'^-f-a;'»-^ ', . 

'„Jede Kdmbinationszahl lässt fich als eine ^umme zweier 
Kenibinationszahlen darstellen, deren Bafen um 1 kleiner find 
als die Bafe der gegebenen Kombinationszahl, und von deren 
Exponenten der eine ebenfogross, der andere um 1 kleiner 
ist als der Exponent jener KombinationszahP oder „die Summe 
zweier Kombinationszahlen von gleicher Bafe, und ungleichen, 
um 1 von einander verschiedenen Exponenteiv, ist einer Kom- 
binattonszahl gleich^ deren Bafe um 1 grösier ist als die Q|Uen 
jeher Kombinalionszahlen , und (leren Exponent dem grösseren 
der beiden^ Exponenten^gleieh ist*'^ 

Beweis (rücks«lireit«stid). Es ist 
... . ^.n^i_ ft(ft-0-'(a-»4-0 . a(a-i )^^>-'(a--^ + 2) 
^ +^ - 1.2 ^/ n +1.-2^... (n^l) 

'* l ^Ca-ll.v 'ta-ij+'llih a(a~i> ■ >(a-^B + 2 )n 
— 12. .n 
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*- _ 1.2.. ..n . 

— 1.2. 3 ..... ^ n" ="t*^+^J. 
!. / ' (iuicli316;/ 

. Hier ist angenommen, dass n>* 1 ist. Dass der Satz auch 
^It, wenn n oegativ, gleich null oder 1 ist^ fo)gt Toglei^ 
mit Anwendung von 317—319. , ^ ^ 

'322. (a'+b)-^ = a-'» + a-»-^b + a-''-^lx-^+-vv. , . 

„Jede Eombin^ionszahly dQr.en Bafe ein^ SumtQe me^ßv 
Stücke ist, ist gleich der Summe aller möglichen Produkte vpn 
je zwei Kombinationszahlen, deren Bafen gleich den Stücken 
jen^r Summe ^,. und derenvExponenkm ganze Ziblea find, die 
zur Summe den Exponenten der gegebenen Kombinntionszahl 
haben. ^ • 

Beweis (induktprisch in Bezug auf n) 1. Angenommen 
der Satz g^He^für, irgend einen Werth n, fo ist 

. ^ \ ' 2 n+1 . 

~iTl^*"^*~*-*°' (nacli316) 

Es feien die beiden Glieder des Ztthlers für fleh betrachtet 
und in dem ersten a + h --^ 1 ids Symme.. von a — 1 «nd b 
betrachtet, (o erbftlt loan t 

a(a + b-ir=x,a[fa--ir + (A-l)'»-^b+(^f-l>"^V^+- . • 

(nach Aunabne) 
.. =a(a-l)"'+a(a-l)«-*b+^(a— 1>''-V^+- • • 
^ +ab-«, .. .. 
indem di^ .folgende« Glieder oiuU flnd 

=(ä + l)a»+* + na;b + (m -1)a-"r<b-?^+ » • . . 
+ Äb» (nach 81«). 

Das zweite 61i§d in» ZüU«r gdit %fm dem ersten dureh 
VerwechlielHiig v^oii a und b hervor , alfo 
b(a-t-b~ir=(a,4-l)i^*l-V+Bb"!a + (m--.i)b-»-.V>+ • • • • 

+ ba-'»^.. • - V 
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oder in umgekehrter ^ Ordnung geschrieben und den Faktor mit 
der Bafe a dem mit dem Faktor h yorangestellt, 

=a»b + 2r»-'^B-» +•...: +naV*+ (n + l)b-*+* 
wobei die Glieder hingeschrieben flnd, welche in dem obigen 
Ausdrucke ihre entsprechenden Glieder finden , zu denen . dann 
noch da/ letzte Glied, w'as k^ih entsprechendes &adel\ hinzu- 
kommt. Der leichteren Ueberricht Vegen' feien beide Aus- 
drücke fo hingeschrieben } dass die entsprechenden Glieder 
untereinander stehen: 

ä(tf+%-l>'^(n+ l)a''»H+na*»b4-^-l)a-'»-*b-^-f • .^ + ab'"^ 
t(i^4.b— !)•"= a°b+* 2a»^M)"*+-+hab-« 

' - +(Ä-h«)b-''+^ 

. Die unterttnanderstehefiden Koefficieiften der entspf ecben- 
dun Glieder find: - • . ' ► . - 

n + 1, n, n~ 1, , 1, 

^ ' ^, 4, 2, ••••, n, u^i. 

Die Summe der untereinaYidefstehendenr Koefficienten ist 
stets gleich gross, .da^fie jja der obdren Reihe um. e^i^foyiel 
(nftmlich um 1) zunehmen, wie die enispreehenden in der 
unteren abnehmen. Die Summe derfelben ist alfo n + 1 9 dies 
als gemeinschaftlicher Faktor aus der ^Summe jener beiden 
Reihen herausgezogen^ giebt: 

a(a + b— ir + b(a + b-~ l)-'^=«(n + l)Ca°^-^+a-"b+a-''-*b-^ 

• '*+-^-^--+b-'^^'^). 
Dtes in ^en oben ^[efuHdenen Ausdruck för (a + b)*™~^^ 
eingeretzt, giebt, da fich n + 1 im fahler und Nennet Hebt, 

. (a-+h)*H = a-«+*+a"^b+a'^.n)-^+... . 
wo*4lasJetzte" von Null verschiedene Glied = b"^^^ ist. Wenn 
alfo der Sat2 für «irgend einen Werth'n gilt, fo gilt er auch 
für den nSchstfoigenden, 'alfo weil für diefen, auch für den 
auf ihn nächstfolgenden u.f. w.,«alfo für alle folgendeA. 

2. Nun gilt der &Bitz für h = 1 ^ 
(ii5^*)-^Ä a + b = a-^ + b (nach 317) 

. • , =aa-i 4. a-^-'^^-f •=*-%•*'+'-.- ^ 

''- ♦ (nach dia 3t»). 

Da er nun filir 11= 1 gllt^ fo gilt- er auch nach Beweis 1 

für alle höheren Werthe^ hlfo auch für alle pontiven Werthe. 



1 
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3. Für negatives n wird fowofal die Knke ^\s die rechte 
Seite der Formel (nach 319) null, uod fttr 11== werden 
beide Seiion (nach 318) eins, alfo gilt auch ift «Ulefen Fällen 
der Satz; -*' 

323. Erklärung. Die Reihe , , . . 

h^lsät Binomialreihe, x Ihre Bafe, n ihr Index. 

Anm. Der 'Grand diefer Benennung ergiebt tich weiter anten. 

324. Die Binomialreihc 

1 +nx4- n*^^ _f-.. . 
deren Bare x nicht iiull ist, enthüllt, wenn der Index n eine 
pofltive ganze Zahl oder nuU ist, n -\- 1 von nulf verschie- 
dene Glieder, von denen das letzte gleich x^ ist, wenn hin- 
gegen n negativ oder gebrochen ist, unendlich viele von 
verschiedene Glieder. 

Beweis.* Wenn n eiiie pofitive ganze Zahl oder null 
Ist, fo ist (nach 320) n'^ == fobald m grösser alls n ist, 
alfo ist das letzte der von Null verschiedenen Glieder n°x" 
d. h. x°, airo die Anzahl der Glieder, die Von Null verschieden 
ilnd^ n 4- !• Wenn bingegen n nicht eine pontivo g^nze Zahl 
oder null ist, To ist (nach 320) n™ für jedes pofitive ni von 
Null verschieden, alfo rfuch n°^°* von Null verschiedefu , alfo 
alle Glieder jener Reihe bis ins Unendliche hiit. 

325. Wenn die Biaomialreihe 

1 + ax + a-^x* + • • • • 
einen gebrochenen oder negativen Index (a) hat, fo ist fie 
eine unendliche Reihe, und zwar eine konvergente, wenn die 
Bafe (x) ihrem pefitiven Werthe nach^kieinor als 1 ist. 

Beweis 1. Da (nach 320) die Kombiaationszahlen a, 
a*^ a*^ • • *, wenn a eine gebrochene oder negative Zahl ist, 
nie null werden können, fo. ist die Reihe unter, der angege- 
benen Vorausfetzung eine unendliche (yergl. No. 324). Es ist 
noch zu zeigen, dass fie unter d^ Vorausfetzung,^ dass der 
pofitiYe Werth von x kleiner als 1 fei,, konvergire. 

Es fei der pofitive Werth von x mit y bezeichnet, und 
fei p eine pontive Zahl, die zwar grösser als y, aber kleiner 

10 
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als 1 ist. ßiefe Annahme ist allemal möglich , in nadi der 
VorausfetsuBg y kleiner als 1 ist. 

• Wir können unter dierer Vorausfeträng beweiren, dass von 
einem gewissen Gliede jener Reihe ab jedes Glied, dur^h das 
nftchstvorhergehende divldirt, einen ^Quotienten liefert, dessen 
pofitiver Werth kleiner ist als der ächte Bruch p; woraus 
dann (nach 307) folgt, dass die Reihe konvergent fei. Divi- 
diren wir das Glied aV* in das nächstfolgende. a'*+'\K?+\ fo 
erhalten wir den Quotienten 

^.n4^i5^ (a — n)x r u Qiß^ 
:5ZH — = -^^ — j-j -- (»a^ 316). 

Um dpn pofitiven Werth diefes Quotienten bestiminän zu 
können, kommt es darauf an, ob a poHtiv oiler negativ fei. 

2. Es fei a pofitiv, und fei n grösser als a angenommen, 
fo ist n — a der pofitive Werth von a — n, und da y der 
pofitive Werth von x ist, fo ist der pofitive Werth des obigen 
Quotienten (qj 

_ (n — a)y 

~ n + 1 

n **~~* a 
Da der Bruch'- — V— i ©^ Achtel: ist, fo ist der ganze 

Ausdruck kleiner als y, alfo auch kleiner als p, d. }i. der 
pofitive Werth des ^.uotienten q^ ist, fobald n grösser als a 
ist, kleiner als p. 

3. Es fei a negativ und b fein pofitiver Werth, alfo a 
= -~b, fo ist 

__(b+n)x 

'^ nTT^- 

Dei* pofftive Werth diefes Quotienten ist alfo 
_Cbjfn)y 
^ n + 1 • 
Leicht' kann man hier n fo wählen, dass diefer Ausdruck 
<: p wird. In der That löft hin die verlangte Yergleichung 
nach n auf, to erhält mafi 
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Diefe letztere Vergleiohung^ ist allemal möglich, da p 
nach der Annahme gröi^ser als y, alfo 4er Neimer y<m null 
verschieden ist. Es fei nun n fo gewählt, dass es diefer 
Yergleichong genügt, fo hat man 

^ .:; -Cp — y)a >• by — p; d, h. pn + p > by + ny, alfo 
(b + ii)y ^ 

alfo der porijtive Werth des Quotienten q,^ für jedes n was 
grösser ist als (by — p) ; (p — y), kleiner als der ftchte Bruch 
p; alfo die Reihe (nach 307) koavergent. 

Anm. Es foU im Folgenden bei den Binomialreilien überall 
▼oraüsgefetzt werden, dass entweder ihr Index eine ganze politive 
Zahl (oder auch nnll), oder aber der pofitiYe Werth ihrer Bafe 
kleiner als l.ist, alfo in beiden Fällen die Reihen konvergent find. 

326: Das Produkt zweier oder mehrerer Binomialreihen 
von gleicher Bafe ist wieder eine Binomialreihe derfeiben Bafe, 
und zwar ist der Index der Produktreihe die Summe aus den 
Indices cler Fakterreiheii, d. h. 

(1 +ax + a-V+--00+bx-fb-V+.-.)--- 
= l+(a + b+-.)x + (a + b+..)-V+.... 
> Beweis i für »wei Faktoren; 



(l+«4 

= l-f a 
+ b 


-a-V + 

x + a-* 

x + ab 

+ >■' 


.•)(l+bx + WH 

'x'-\ 4-a* 

x»-f- ^-a'^'b ■ 
x»+ +a-^n>'» 

• 

+ b' 



= 1 +(a+b)x+(a+b)- V+ • • • +(a+b)¥+ • • • 

(nach 322f). 
Beweis 2. Es feien A^^ B, C*-^* BiHomialreihen mit den 
Indices a, b, c, ••*, fo ist AB nach Beweis 1 eine Binomial- 
reihe mit dem Index a + b, alfo aus dem(eH)en Grunde ABC 
eine Binomialreihe mit dem Index a + b + o u. f. w; 

897. ' Die n-te Potenz 'einer Binomialreihe A mit dem 
Ihdex a ist^ wenn n eine pofitive ganze 'Zahl ist, eine Bino- 
mialreihe mit dem Index na. " * 

10* 
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6 e weis. Demi A*" = (AA* < -A),; alfo* (nach 336) d«r 

m 

Index von A"* gleich (a + ä +••• 'ft)i d. h. = na. 

328. .Es i$t für jeden beliebigen rollen Exponenten n 

(1 +x)» = i +nx + n-V+.--. 
Beweis 1. Es Tei n eine ganze ppHtive Zahl, fo ist 
. ^ (14:x)»=(l+l x+l' V+ . . -r, da ^'\ 1»,- • • alle 
NüH find, dies 
= 1 + nx + n'V+ (nach SW). 

2. Es fei n eine negatiVe ganze Zahl = — p^ fö ist 
n + p = 0, alfo 

. a + nx + n-V+---)(i +px + P'^^H ) 

= 1 + 0-^x + O-^x^ + • • F= 1, (nach 326). 

Alfo l+nx + n'V + >-»:^ , , .^2 2 . ^ ril^v 

1+px + pVf;- (H-x)P 

. ^ (nach Bew. 1) 

= (1 +jtrp * (nach 193). 

= (l+x)^ da n = — p. 

3. Es fei n eine gebrochene Zahl =-^, wo q pofitiv, 

p aber beliebig poTitiv oder negativ, beides ganze Zahlen 
find, fo ist 

(^l+-£^x + (^|^^'x^+-.y=l+px+p-V + ..- 

(nach 327) 
= (l+x)P 

(ntich Bew. 1 u. 2) 
alfo mit q radicirt 

' 1 -f -2-x -fC^\ X» +••• • • = (1 + x)q" (nach 258) 

, l+nx + a-V+--r- =(l + x)» 

auch wenn n ^ina gebrochene ZahL 

4. Ist n irrational, fo gelten ftr Irrationalzahlen (nach 
25.0) alle Vergleichungsfatze in denfelben Umfange,, wie ior 
Rationalzahlea, alfo auch der in Rede stehende Satz. 
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3S9; Binomischer LehrTatz. 

(a -f- b)» = a» + na»-«b + n* V-*b» + • • • 
(wo entweder n eine ganze pos. Zahl, oder b^ < a^ ist). 

B e wei s. Ca + b)» = [a^l + -^)]°=a"(l + y)° 

= a"» + na»-^b + n'Y^V + • • •. 
380. (1 — x)» = 1 — xac .+ n- V — nV + • • •, wo 
entweder n eine pofitive ganze^ Zahl oder x^ <: 1 ist. 

831. (a~b)»=a»-iia'*-n)+n;2a»-*b»^n*«a'«~n>^+'-, 
wo entweder n eine politive ganze "^Zahl, oder b^<^a' ist. 

882. 7-4— — 1— x + x* — x'+---5 wo x*<l. 

888. j4r = l+x + x*+-..-, wo x*<l. 

Beweis zu 330— 333. Man erhält 330 indem man in 
328 statt X fetzt — x, 331, indem man in 329 statt b fetzt 
— b, 332 imd 333, indem man 1 ; (1 + x) = (1 + x)~* nach 
328 oder 330 entwickelt. 

-{-•••, wo = a : (a -f 1) ist und vorausgefetzt wird dass a 
grösser als — y**** 
"Beweis. Es ist 

« +»)'.=(i47-.)'*=0 - rrD''^« — >" 

(nachSfyp.). 

i ' 4 • 

Da a> — ^islf fo ist a + -jr- pofitiv (nach 85), alfo auch 

» . <e . * 

2a + 1 pofitiv (nach 93). Es ist aber (a + 1)? — a* = 2a 
+ 1 (nach 204), alfo poHtiv, alfo (a + 1)^ > a^ (nach 85), alfo 

* , d. h. c> kleiner als 1 (naeh 233). Folglich kann 

man (1 — c)"*^ nach 330 entwickeln und erhilt: 
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(l+a)-=(l-c)-»=l- C-n)o+tz^Z^i)c« 
(-n)(-ii-4)(-ii-2) . ■ 

(nach 76, 40). 

aSS. (a + b)» =» a»(l + no + °^°^*^ «' + 

nCn + IKn + 2) . . .' ' 
1:2.3^—« +"-^ 

ll 

WO = — T—Tj und vorausgereizt Ist, dass a und b gleich be- 

Ä + b ' • 

zeichnet Tind. 

Beweis, (a + b)"* == a^Tl +— T . alfo di -J- PoHtiv ist, 

= a»(l+t.o + ^i^.'+- 

• ' 1.2.3 *'^ ■' 



woc = -^/l+-V- 
a V ay a 



(nach 334) 



ist; 



AnxQ. . Diefe formen äes Binomiams (S34) 335) find fttr die 
Bereclmung der Potenzen mit gebrochenem Exponenten befonders 
ge,eignet« — üebungen. 

^336. Bezeichnung. Wenn unter dem Summenzeichen 
J^ ein Ausdruck steht, welcher mehrere Deutsche Buch- 
staben enthalt, fo Toll unter dem Summeneusdrucke die Summe 
aller derjenigen Ausdrücke yer»^ndeii Tein, Reiche hervor- 
gehed', wenn man in detp Ausdrucke uoiter dem' Summen- 
zeiphen statt der Deutschen Buchstaben auf alle möglichen 
Arten alle ganzen Werthe 0, 1, ß, • • • bis ins Unendliche fetzt. 

z. B 



:2^ 


^ 3 ^ 2-3.: .4-3 
+ 9 +2.9 + 49 




^2«3» 


+ 
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Beweis. Die Formel ist^ nur eine Unrge&taltung der 
Formel 329 vermiUelst der Summenbezeichnung (336) und 
der SStze 317, 318. 

^3d8. Polynomischer Le^hrTatz. 

wo statt b -f c + ' " ^er Kürze wegen a gefetzt ist, und voraus- 
gefetz't wirdj'dass entweder' die pdTitiven Wdrthe von ft, b, e, • • ■ 
eine abnehmende Reihe bilden oder n eine ganze pofitive Zahl ist. 

Beweis 1. (a + b + o)' 
= [(a 4- b) + c]°=Z n'* (a + b)°-' c' (nach 337) 

=Z^ft' (n— 0*a— '"*b»o' ( nach 337) 

iJZiy- • -(n-r+ljdi-c)- • '(n-c-^b+iT n-c-t^V 
l-2--.b.l-2.-c 

X (nach 316) 



=r^ 



Z* l-2-.b-'1.2..c * • 

wenn B + c = a gefetzt wird. 

2. (a 4- b + + d)* 

=[(a + b + o) + d]°=X"ii'*(^'b "-Kcj^*" dt ^ (nach 337) 
_ y nHtt-»)(ii-b-l)- • .fn-b=^H.t) _^, • 

— /^ 1-2 -.1». 1-2. -..c ' 

(nach Bew. 1) 

= > "fV!.-^VV^''"Ä ^-^*'-''>Va* , («ach 316) 

^ l«2--b'l*2-*C'l-2- -b ^ 

wo b + c + b = a gefetzt ist. 

3. Auf gleiche Weife schreitet der Beweis fort für be- 
liebig viele Stücke. 

'*'§. 19. LogarithmuB einer Summe. 

1 a 

*339. Wenn a ^ — -5- ist, und — j-^=c gefetzt wird, 

foist (l+ft)x="n-x(o-j-^4.^+...) + X»P.. 

wo P noch wieder eine steigende PDtons^oihe der Bafe z ist. 
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Beweiß. (!+»)* 

=,+„>+aö+LV+iS+«|+a..+...., 

(nach 334) 
., ,x+x' , , i'Z'X-i- -- , , 1-2-3X + - « . 

= 1 +X0 +|kj»+|-o» +|-c»+ . . . +x*P 

wo x'P die Sungme ßlmmllieher Glieder bezeichnet, welche 
die xwei|e und höhere Potenzen voa z.eathaltjeQ,^ 

= l+x(c+y + y+^ + ---) + x'P. 

*340. Wenn c* < 1 ist, fo ist 
1 e' e' 

1 9 , 1/^9V , 1/^9 V , 

1 * 

Beweis. Es l^i t3^ = * +* gefetzt, fo findet man 

= . , . Setzt man diefen Werth von c in die Vergleicbung 
der Hyp. ein, fo erhftlt man 
(^-^-^^i, d.h.a»<l+2a + aS alfo0<l + 2a, ih. 

Alfo find dann die beiden Bedingungen in 339 erfüllt, alfo 
hat man (nach 339) 

(*)(l+a)- = l+x(o + ^ + y + ."...) + x^P. 

9 
Setzt man hier a = 9 und zlog. (1 + ») statt z, fo wird c = t^t, 

alfo, da auch in diefem Falle die Bedingungen von 339 er- 
füUt find, , . 

(1 + 9)"<«a*») = 1 + xlog. (1 + »)(^ + 4(Ä)* + 
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wo z'O die SujD^me der Glieder bezeipbnet, welche die zweite 
und höhere Potenzen von z enthalten. 

Setzt man hier statt des Klammerausdruckes im zweiten 

1 

Gliede (einen Werth rr=-, fo erhält man 

(♦*) io*iog.(i+a)= 1 ^ ^xlog.Cl + a) + x^O. 

E9 isi aber 

lOxiog.df a) _ |4oiog.(i t»)]x = ^ ^ ^y (nach 280). 

Al(o GihI die linjren Seiten, der beiden bbigen Gleichungen 
(*.und. ^*) einander gleich, airo auch die rechten, d. h. 

und zwar ftUr jei/len Werth z, alfo a^ch (nach. 31^0) di^ ent- 
sprechenden Koefficienten gleich, airo namentlich 

• + T + T+ -W~' ' - • 

Folglich 

log. (1 + a) = M(c + y + y +• 0, 

1 

oder, statt 1 + a feinen Warth j— — - gefetzt, 

log. y—^ =r MCc + y + 3- +••;?: : 
*841. Wenn s = -^-s'und 1» < 1 ist, iö ist 

log. (1 + X) = 2il(« + ^ + ^ +; • •), ; ' 

WO H dierelbe Bedeutung wie in 340 hat. 

Beweis. Da i^<l ist, To batWan (nach 3405 

und indem man hier — z statt z ^etzt^ Wobei die Yergleichung 
z*< 1 bestehen bleibt, fo erhält man 

loe-rh^^^-' + Tr-T + T-'"^' 

Subtrahirt man die zweite dierer Gleichungen von der 
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ersten 9 Td fallen dfe Glieder mit geraden Potenzen von« weg, 
unfl man erhflit 

• Iog.^-log.^ = 2M(« + ^+"^+..). 

1 1 

Es ist aber log. -. log. 7-7— 

(nachHyp.) 

Setzt mao ^efen Werth in die obige ' GleichnVi^ t*) «'», 
To erhalt man 

log. (1 + x) = 2M(« + ^ + i^ +. . .). 
»842. log. (a + b) =.Iog. a + 2HU + ^ + y + --), 

Beweis. log.(a + b) 

= log. [i^^l + l)] = log: a +'log. (l + 1^) 

= log.aq-2II(i + ^i}:^^ + ..) -^ (nach 341) 

woi = ±:r2 + ^')^l;^t5^-JL_. 
a V "^ ay a a 2i^-+b 

*9^^ Er.klamng. Die Grösse H 

heisst^Hodulus des briggischon (gewöhnlichen) Logarithmen- 
Systems. 

'^344. Aufgabe. Die briggisclren (gewöfanlichjen) Lo- 
gafitbrnen «ad ibr^nModulus m berechnen. 
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AuflöruRg. Man findet aus 341 

log. 2 = 2M(a + y + y + •) wo z-~ 

Berecknet man alfo, etwa bis auf. 8 Decimalen, z==-^ 

= 0,33333333, fo findet man i^ durch Divifion von i durch 9, 
ebenfo z^ durch Diviiiott von i^ durah' 9 u. T. W. 4)iVidirt man 
dfe fo erhltlVenen Ausdrücke bezfehlicb durch 1, 3, 5, • • •, r6 
findet mOk *^ ' 

[ » + y + y.+ -(füri = y) = 0,34657359, 

Alfo Iog.3 = 2M(0,34657359). 

Ferner fllr die Berechnung des Hodulus ^us 342: 

log. 10 = log.(8 4- 2) = log.8 + 211(1 + y + y +'•) 

Man findet fttr s=s=y 
(« + y + y + • •) = 0,41*67177 

und log. 8 = log. 2» = 31og. 2^ 611.0,34657389, alfo lÄ 
log. 10=±= 61|.0,34«57359 + 21l-0,11457178 
= 2M(1,15129255). 
Da nun log. 10 = 1 ist, To hat man 
1 

alfo auf 8 Stellen 

lag. 2 = 0,30103000. 
Es kommt (nach 282) nur darauf an, die LogirrMniiM fler 

Primzahlen zu finden. Zunftchst log. 5 = log. y = 1 — log. 2 

(Jiach*283i,287) . . * 

log, 5=^0,69897000. • 
Nun berechne man die Logarithmen der Öbrigen Prim- 
zahlen, von den kleineren zu den grosseren übergehend. Ss 
fei p eine Primzahl, fo ist p* — 1 = (p — 1) (p + 1)> aUb 



^=M5lk255 = ^'«««^»«.' 
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loR.p» = log.Cp» - 1 + 1) = log.Cp« - 1) -1- 2ft(« +^+ • Ol 
wo i=3 g ,_ j (nach 342), alfo (nach 206, 282, 285) 

„ ,.,.pL '°yo-o + i.».(p-t i)+,t. + ^V-,o. 

Hier find p — 1 und p + ^ gerade Zahlen, alfo durch 2 
theilbar, alfo beide in Primzahlen zu zerlegen die kleiner ab 
p find; alfo ihre Logarithmen bekannt* Wenn es fiidi trifln, 
dass auch p' + 1- noch in Primzahlen zu zerlegen ist, deren 
Ldgarithmen' bekannt find,'fo kann man noch zur 4-ten Po- 
tenz von p übergehen und'findpt * - 

log. p = ^log. p* = -ilog. b*- 1 + 1) = 4" log. (p* - 1) 

Hz* 1 

+ y(z + -3-+'0 wo g = 2 4_i '^^' ^'fö> ^a 

log. (p* - 1) «= log. [(p + 1) (p ^" 1) (p^ + 1)] ist, 

(**) log, p = '^g' (P + *) + »og- (P - <) + tog/P^ + 1) + 

f(«+y+-0,wiM±^^^j--j ist. 

Es foi jetz4 log. 3, zu berechnen. Da 3^ ^l'^^^O ein«i 
bekannten Logarithmii& hat, fo wenden ' vir die zwbite^ For- 
mel (**) an - 

, o 31og.2 + log.l0 , M. , z' . l 

log.3= ^ ^ +_(, + _+,.) woz = ^ 

= 0,50993026 + ^(z + y +• 0. ^ 

Schon bei Berechnung von 2 Gliedem diefer Reihe ^er- 

hlk map.den log. bis auf 8 Stellen . c 

= 0,4771 12125. 

' Ferner 7*'+ 1 = 50, alfo durch Primzahlen, kleiner als 7, 

theilbar, alfo gehen wir auf die 4te Potenz zurück 7* — '1 

= (7 _ 1) (7 + 1) (7» + 1) = 6.8.5{K=i 2400, alfo log. 7* 

=ilog,(2400 -f l)=log;24Ö0 + 2M(z +j + • •) woz = ^. 
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In der Reihe i + -q" -f ** hat ^as zweite Glied nur noch einen 

Einfidss-auf die 8te Deeimalstelle, und es wird 
log. 7 = 0,84509804. 
Aam. Die nächojteL Primzahl, b^i welcher. meder die 4te Po- 
tenz anwendbar ist , ist 41 , indem 41^ -f- 1 = 1682 =3^.29^ ist, ebep- 
fo ist die 4te Potenz anwendbar bei 43, 47, 73, 83. In allen diefen 

Fällen erhält man den Werth der Reihe (Z+-Ö-+-0 schon auf 
mindestens 20 Decimalsteilen genau, wenn man nur das erste Gflicd 

' derfelben berechnet , bei* 83 fogar bis auf 28 Decimalstellen. Auch 
bei den 'übrigen Primzahlen, felbst scton bei 11 gfenügt die Be- 
Technung des ersten Gliedes, um den Logarithmus - bis auf 7 Be- 

. cünalsteUen zu erhalten, und schon bei 17 gefügt lie für die £e- 
reclmung bie auf 8 Stellen. 

§. 20. Arithmetlsofae Beihen. \ 

345. Erklärung. Wenn man in einer Reihe von 
Zahlen jede von der nächst folgendea^fubtrahirt, To nennt man 
die' Reihe der To erhaltenen Differenzen die erste Differenz- 
reihe7 oder auch bloss die Differenzreihe der gegebenen Reihe, 
und zwar wenn u'ein^ Glied der Reihe und y das darauf fol- 
gende Glied ist, fo nennen wir die Differenz, v;- u das dem 
Glieds u eojt'sprechende Glied der Differenzc^ihe; die erste 
DilTeren^reihe von der n-ten Differen^reihe einer gegebenen 
Reihe heisst die (n^-lHe Differenzrejhe der gegebenen Reihe. 

346. Erklärung. Eine Reihe, deren »-te Diffbrenz- 
reihe aus lauter gleichen, von l^iTull verschieclßnen Zahlen be- 
steht, heisst eine arithmetische Reihe n-ter Ordnung. 
Ins Befondere ist^ eine arithmetische Reihe erster Ordnung 
eine' Tolclie, deren erste E(ifferenzreihe aus lauter gleichen 
von Null verschieden^a Zjthlen besteh);» Eine arithmetiiche 
Reihe nullter Ordnung ist die aus lauter gleichen v«n Null 
verschiedenen Zahlen bestehende Reihe; z. B. ist 0, 1, 8, 27, 
64, 125 eine arithmetische Reihe dritter Ordnung, denn die 
erstQ Differ^nzreiba ifi^: . 

J, 7, 19,, 37, 6i . ,. 

Jie. zweite;. 6 iSi iß 24. - . ?». . / 

die dritte: 6 6« 6_ « besteht jaus, gleichen vm Null 
verschiedenen Zahlen. 
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347. Man erhftit zu eiaem Gliede u ^iner arithmetischen 
Rdlhe das nftchstfolgender^v, ittdem man das demtxliede u ent- 
sprechende GKed d der Differensrmhe zu u addirt, d.-h. 

V = u + d. 
B eweis. Es ist (nach 34&) d = v — u, alfo (nach 175) 
▼ = d + w. 

348. Bezeichnung. Es Toll im Folgenden a das erste 
Glied der gegebenen Reihe, b das erste Gliecl der ersten 
Differenzreihe, (o das der zweiten u. f. w.), t das n-te Glied 
der gegebenen Reihe und s die Summe ihrer n ersten Glie- 
der, bezeichnen. 

A.ixm. Es £oUeti. zunächst für die arithmetischen Reihin erster 
Ordnung die zwischen je 4 der Grössen n, b, t, b, s* stttttfiMlenden 
Gleichungen aufjgestcllt werden, und zwar in der Reihenfolge, dass 
luerst 8 fehlt, dann,b, tu. f. w. -^ 

3419. t = a + (a-l)b, 

beweis. DaS auf a folgende Glied erhält man j^nach 
347), in^m man zu a d^s entsprechende Glied der Differenz« 
rdhe addirt; diefe Glieder Tind hier, da die ^arithmetische 
Reihe von erster Ordnung fein foU, alle einander gleich, 
nämlich =b, alfo ist a + b das auf a folgende, d. h. das 
zweite Glied der Reihe, und' das auf a ^ b folgende,^ d. h. 
das dritte Glied der Reihe a-fb-{-b==a-f2b, das vierte 
gleich a*+ 3b, alfo das a-te, d. h. t = a + (n — l)b., 

SMI / üCa-M) 

3,Die Summe einer arithmetischen Reihe erster Ordnung 
erhftit man, in^em das arithmetische Mittel dei; ersten und 
(etzten Gliedes mit* der Anzahl fämmtlicher Glieder rauUlplicirt,^ 

* Anm. Aiithmetisches 'Mittel mehrerer Grössen nenn|; man näm- 
'■ lieh' die durchs die Anzahl der Gössen dividirte Summe derfelben'. 

Reweis.' Es Ist 

s = A + (a4-6)+ + t 

Ä = t + a-b)-f-''.--..+ä.- 
Denn die zweite Reihe ist nur die 4n ua^ekehrter Reihen- 
folge geschriebene erste Reihe« Addirt man beide Reihen, 
und zwar fo, dass man die entspreebenden (unt^einlüider- 
stehnden) Qlieder addirt, fo giebt^ die Summe der"* ersten 
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(uRterananderstehenden) Glieder |t + ^ j^d® folgende Summe 
muss ^gn Te grq^s l^in als die nfichj^t yorhergejiei^de^ wpil 
das eine Stück um eben fo viel (nfimlich um b) zunimmt, wie 
das andere abnimmt; folglich erhäb man -die-Summe a -f t fo 
oft, als die Reihe Gliedpr hat/d. h. n-mal, alfo 
2s:?:^nCa + t), 

d. h. s = -^^5* — -. 

381. s = na + ?^^\=Vi + ii-n). .. 

Beweis. Man fubstituire in' 350 den Wert^ von i aus 
349, fo erhält man, indem man a + &=r "^^ fetzt, die äussere 
Klammer löft und statt der Summe ihre Stücke durch 2 divi- 
dirt, die zu erweifende Formel. 

852. s=±nt-ii-^b. 

Erster Beweis. Man fliehe den Werth von a aus 349 
und fubstituire ihn in 350, fo erhält man wie in 351 die zu 
erweifende Formel. ^ . 

Zweiter Beweis. Man kehre die Reihe um, fo bleibt 
die Summers und die Anzahl n unverändert; i wird Anfangs- 
glied und -^b die Differenz; folglich hat «man in 351 nur a 
statt t und — b statt b zu fetzen. 
• 85S. *» — a^ = b(2s — t^a). 

Beweis. Man fubstituire den Werth von b aus 349 in 
350^ fo erhält maii, indem man mit 2b multj);riicirt, 4i# Klam- 
mer fo löst; dass man \ — a und t + a als einfache Grössen 
bebandelt, statt ihres Produktes t^ —^ a^ fetzt, die Glieder, 
\te1che b' enthalten, auf erinei Seite schafft, und den F^tor b 
heraus zieht, die zu er weifende Gleichung. 

854—397. Aufgabe. Den Oräd der Gleioklingen 
349 — 353 in Bezug auf jede der daHn vorkommende Grösse zu 
unterfuchen, ' und die Gleichungen nach denjenigen Grössen 
aufzülören, in Bezug auf welehe Re vonr zweiten Grade und. 

Aam. Die Ausdrücke für diejenigen Gröj^ßeii) in Bezug; auf 
welche die Gleichungen vom ersten Grade And, ln^sen ßch im- 
mittelbar aus den obigen Glewhuugen ablefen. 

Auflöfutt^g. Die Formeln 349 und 350 find in Bezug 
auf alle darin vorkommenden Grössen vom ersiea Grade ^ die 
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Formeln 351 und 352 und nur in Betuß auf n ▼om zweiten 
Grade' und 353 in Bezng auf t und a. Man findet «uc 251 

854. a= ^ r • 

und ebenfo aus 35%, oder auch, indem man in der vorigen 
Formel t statt a, a statt t und — b statt b Tetzt, 

355. ,^^i±:^±n^WEW, ■ 

Ferner aus 353 fin det m^n 

35«. t^-b?:T-(2>-b)' + 8bg„^ 

3^ a = '> + y(2t + b)»^8hg . 

*398. Erklärung. Die Anfangsglieder der Haupt- 
reihe und der ftnfmtlicheR JDifferenzreihen i^enn^n wir die 
BaTen der Hauptreihe, und zwar fagen wir, die Bafen ()er 
Hauptreihe feien nach der Reihe a, b, c, •••) w.enn «i das 
Anfangsglied der Hauptreihe,, b das Anfangsglied der ersten 
Differonzreihe, e das der zweiten u, f. w. ist. Entsprechende 
Bafen zweier arithmetischen Reihen nennen wir die, welche 
die Anfangsglieder der giejch vielten Differenzreihen find. 
Arithmetische Reihen addire^n oder mit einander mul- 
tipliciren^ bfiisst ihre entsprechenden Glieder addir^n oder 
mit einander mukipliciren, die fa entstandene Reihe heisst die 
Summe od^r das Produkt jener Reihen, und ebenfo eine^arith- 
metisthe Reihe mit einer Zahl multipliciren (oder dividicen), 
heisst ;jedes Glied derfelben mit diefer Zahl «nuUipliciren (oder 
dividiren). , . . * 

*d89. Die Baien der Summe zweier (oder mehrerer) 
gegebener arithmetischen^ Reiben erhält man, indem man die 
entsprechenden Bafen der ^ej^ebeoen.Reihea addirt. 

An.m. WeDD die arithfneti|clie Reihe voa n-ter Ordnung ist, 
fo ist die (n + 1)-^^ Bafe (nach 346) von Null verschieden, alle 
folgenden Differenzreihen bestehen uns lauter Nullen, alf5 alle fol- 
genden Bafen find null. 

Beweis 1 (für 12 Reihen). Es feien die gegebenen^Reihen 
der Kürze liegen mit A und B bezeichnet, ihre Summe mit 
S und es feien * *« 



ft) ai , »2 ^ • * ' die Baren der Reihe A^ und 
b, bi, b), ••- die «ntsprecheaden der Reihe B. 

Nun fei u irgend ein Glied der ersten Reihe A und u' 
das nächst folgende Glied, und die entsprechenden Glieder 
der Reihe B feien v und v^ alfo die entsprechenden Glieder 
der Summenreihe u + v^ u' + v'. Die den Gliedern u, v, 
u4-v entspirechenden Glieder der ersten Differenzreihe find 
u' — u, v' — V und bei der Summenreihe u' -}- v' ^ — (u + y), 
d. h. u' — u + v' — v^ d, h» es ist jedes Glied der ersten 
Differenzreihe von S die Summe aus den entsprechenden Glie- 
dern der ersten Differenzreihen von A und B; und namentlich, 
ist ihr erstes Glied at + bi; aus gleichem Grmde ist das erste 
Glied der zweiten Differenzreihe gleich a^ + b^ , das der 
dritten gleich as + h^ u. f, w.. 

2. Für beliebig viele Reihen Ai, As^ As, • * • *. Es fei 
Ci irgend eine Bafe der Reihe. Ai, C2 die entsprechende der 
Reihe A2) C3 die der Reihe A3 u. f. w., fo ist nach Beweis 1 
die entsprechende Bafe der Summenreihe Ai + A2 gleich ei 
+ C2 , alfo aus demfolben Grunde die entsprechende Bafe der 
Reihe, welche hervorgeht, indem man zu jener Summenreihe 
die Reihe A3 addirt, gleich Ci + C2 + C3 u. f. w. 

^S60. Wenn man eine arithmetische Reihe A mit einer 
Zahl f multiplicirt, fo erhält man die Bafen der Produktreihe P, 
indem man die entsprechenden Bafen der gegebenen Reihe 
mit f multiplicirt. 

Beweis. Es feien u und u' zwei auf eiqander folgende 
Glieder von A, fo find die entsprechenden von P gleich fu und 
fu^ die den Gliedern u und fu entsprechenden Glieder der ersten 
Differenzreihen von A und P find u' — u und f(u' — u), alfo ist 
auch die erste Differenzreihe von P das f-fache der ersten JDiffe- 
renzreihe von A, und dasselbe gilt aus gleichem Grunde für 
die zweiten Differenzreihen, da diefe die ersten Differenzreihen 
jener ersten Differenzreihen find u. T. w., alfo gilt dasselbe für 
alle Differenzreihen, d. h. jedes Glied einer beliebigen Differenz- 
reihe von P ist das f-fache von dem entsprechenden Gliede der 
entsprechenden Differenzreihe von A , alfo auch nasiantlich die 
Anfangijglieder der Differenzroihen , ,d. h. die Bafen von P find 

das f-fache der entsprechenden von A. 

11 
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^Ml. die Reike der Konibinatioiiszahlen O'^y 1'p, 2 p, • • • 
bilieB eilie arithmetifiche Reihe p-ter Ordnung , und zwar find 
alle Bafen derfelben, mit Ausnahme der (p -f l>teny gleich 
nully und die (p + 1) Bare gleich 1. 

Beweis. Das n-te Glied diefer Reihe ist (n- iy^, das 
nficbst folgende n'^. Das dem ersleren entsprechende Glied 
der ersten Differenzreiho ist n*^ — (n— '1)'P; leUen wir hier 
statt n-P den nach 320a ihm gleichen Werth(n—i)p-i-(-Cn—l)P, 
fo wird jenes Glied der Differenzreihe 
n-P— (a— l)P=(n-l) P-*+(n-4) P- (n - 1) P=(n-1) p-* 

Alfe entsprieht dem Gliede (n— 1)p das Glied (ü—iy^^ 
in der ersten Differenzreihe, diefam aus gleichem Grunde das 
Glied Cn— 1)P~* in der zweiten Differenzreihe u. f. w., end- 
lich das Glied (n— 1)'p-p in der p-len Differenzreihe. Es ist 
aber (n — l)P-P = (n— 1)*>=1 (nach 317); alfo find die 
Glieder der p-ten Differenzreihe alle gleich 1 , die Reihe alfo 
eine arithmetische p-ter Ordnung. Die n-ten Glieder d&r Haupt- 
reihe und der Differenzreihen find nach der Reihe: (n — 1)*p, 
(n — O'P'S (n — 1)P~*, • • • •. Die Anfangsglieder erhdlt man 
alfo, indem man hier n= 1 Tetzt; fie find alfo 

p, o-p-^ o-p-*, — p-p. 

Diefo find (nach 320) alle null, mit Ausnahme des letzten, 
was (nach 317) gleich 1 ist. 

^363. Das n-te Glied (t) einer arithmetischen Reihe, 
deren Bafon nach der Reihe a, b, c, •••• find, ist 

t = a -f (n— l)b + (n - O'c +. . ., 
d. h. man erhält das n-te Glied einer arithmetischen Reihe (S), 
indem man die Bafon nach der Reihe mit Kombinationszahlen 
multiplicirt, deren Bafon (n — 1) und deren Exponenten nach 
der Reihe 0, 1, 2, • • • find. 

Beweis. Addirt man die Reihen, deren Bafon 

a, 0, 0, . . • . 

0, b, 0, . . • . 

0, 0, 0, • • . . 

find, fo erhftlt man (nach 359) die Reihe R, deren Bafon a, 
b, e, ••• find. Multiplicirt man die Reihen, deren Bafon 



1,0,0,.... 
0, 1,0, .... 
0, 0, 1, ... . 



flnd, beziehlich mit a, b, c, *.• fo erhält man (nach 360) die 
vorher aufgeführten Reiben, und indem man fla addirt, die 
Reihe R. Alfo erhält man das n-te Glied (t) der Reihe R, in- 
dem die n^ten Glieder der zuletzt aufgestellten Reihen bezieh- 
lich mit a, b, c, *^.. multiplicirt und die Produkte addirt. 
Die n-ten Glieder jener Reihen find aber (nach 361) der 
Reihe nach: 

(n— 1)-S (n — 1)-S (n-1)-*...., alfo 

t = (n - l)<>.a + (n - l)-*b + (n — l)''o +• • • 

= a + (n — l)b + (n— !)•'«+ ••• 

(nach 318, 317). 
*363. Das (n + l)-te Glied einer arithmetischen Reihe 
erhält man, indem man zu dem ersten Gliede derfelben die 
Summe der n ersten Glieder der ersten Differenzreihe addirt. 
Beweis. Es feien u^, Uj, -.• Uq+i die n + 1 Glieder 
der Hauptreihe und v^ , Vj , • . . Vq die n ersten Glieder der 
ersten Differenzreihe, fo ist (nach 347) 

U,=U2 +V2=Ui +Vi +V2 
U4=«8 +V3 = Ui +Vi + Va -f-Vs 

u. f. w. 

Un+l=«n + V„ = Ui +Vi +V2 +VsH V^. 

^364. Die Summe (s) der n ersten Glieder einer arith- 
metischen Reihe R, deren Bafen der Reihe nach a, b, c, •*. 
nnd, ist 

s = na + n'^b + n'^c +. . • •, 
d. h. man erhält die Summe der n ersten Glieder einer arith- 
metischen Reihe, indem man die Bafen der Reihe nach mit 
Kombinationszahlen multiplicirt, deren Bafen n und deren Ex- 
ponenten nach der Reihe 1, 2, 3, ... find. 

Beweis. Die erste Differenzreihe einer Reihe Ri, deren 
Bafen 0, a, b, c, .*. find, hat zu Bafen a, b, c, --., d. h. 
ist die Reihe B. , alfo erhält man (nach 363) das (n -f l)-te 

11* 
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Glied der Reihe Ri, indem man zu dem ersten Gliede der- 
Telben die Summe s der n ersten Glieder von R addirt. Aber 
das (n + l)-te Glied der Reihe Ri ist (nach 362) gleich 

, -f na + n'^ + n*'c + • • . • 
alfo dies =0 + ^9 d. h. = s, alfo 

s = na 4-Ä**h + n'^c +•••• 

*365. Wenn das x-te Glied einer Reihe R einem Aus- 
drucke aa^ + bx"^^ + • • • 

gleich ist, welcher in Bezug auf x vom m-ten Grade ist, fo 
ist das x-te Glied der ersten Diflerenzreihe einem Ausdruck 
gleich, welcher in Bezug auf x vom (m — l)-ten Grade ist, 
und zwar wenn, bei absteigenden Potenzen, ax™ das erste 
Glied in jenem Ausdrucke ist, To ist amx"^^ das erste in 
dierem. 

Beweis. Es Tei das xte Glied der Reihe R gleich 
ax™4-bx"^*+---, 
To ist das (x + l)-te Glied der Reihe R gleich 

a(x + ir + b(x + ir-^+--- 

= a(x"'+mx™-*+ . O+bCx^^-^+Cm -l)x"*-2+ • • 0+ • • 

= ax°* + (am + b)x°^-* + • • •. 
Das xte Glied der ersten DiiTerenzreihe von R erhält man, 
indem man das xte Glied der Reihe R von ihren (x + l)ten 
Gliede lubtrahirt, alfo ist das x-te Glied der ersten DiiTerenzreihe 

= ax"* + (am + b)x"-^ -i 

— ax~- bx™-' 

= amx"*-^+---, 
d. h. es ist vom (m '— l)ten Grade in Bezug auf x, und das 
erste Glied in dem absteigend geordneten Ausdrucke istamx""^ 
*366. Wenn das x-te Glied einer Reihe R einem Aus- 
drucke ax"* + bx"*""* + ex"*""' -| gleich ist, welcher in 

Bezug auf X vom mten Grade ist, fo ist die Reihe eine arith- 
metische Reihe der m-ten Ordnung, und das konstante Glied 
der mten Differenzreihe ist gleich a*l-2-3***m. 

Beweis. Nach 365 ist das x-te Glied der ersten Diffe- 
renzreihe von R ein Ausdruck (m— l)-ten Grades, dessen 
erstes Glied (bei absteigender Anordnung) amx"^''^ ist. Die 
zweite DiiTerenzreihe von R ist die erste der ersten von R 
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( nach 345) ; alfo ihr ztes Glied (nach 365) ein Ausdruck (m^2>'teii 
Grades, dessen erstes Glied am(m-> l)z™~^ ist, und aus glei- 
chem Grunde ist das zte Glied der dritten DifferehzreiKe von 
R ein Ausdruck (m — 3)-ten Grades, dessen erstes Glied 
amCm— l)(m — 2)x™""^ ist u. f. w., das x-te Glied der p-ten 
Differenzreihe von R ein Ausdruck (m — p)-ten Grades, dessen 
erstes Glied am(m — l)(m— 2)» • • (m — p + 1)x""'P ist, alfo, 
wenn man p = m fetzt, fo ergiebt fleh das x-te Glied der 
m-ten Difierenzreihe von R als ein Ausdruck (m — m)-ten, 
d. h. 0-ten Grades, deren erstes (und einziges) Glied gleich 
am(m — l)(m — 2)«---l, d. h. =a«l-2--««m ist. Folglich 
sind die Glieder der m-ten DiflTerenzreihe alle =a'l*2- • • -m, 
und da dies von Null verschieden ist, fo ist R eine arith- 
metische Reihe m-ter Ordnung. 

^367. Aufgabe. Die Sätze zu beweifen ^das Pro- 
dukt von m arithmetischen Reihen erster Ordnung ist eine 
arithmetische Reihe m-ter Ordnung^, ferner: ^das Produkt 
zweier oder mehrerer arithmetischer Reihen der Ordnungen 
a, ß, • 'T ist eine arithmetische Reihe der Ordnung o+/J-f • • • *• 
Ferner: „eine gegebene arithmetische Reihe R durch p — 1 
Glieder zu interpoliren, d. h. eine neue arithmetische Reihe (der- 
felben Ordnung) aufzustellen, in welcher das erste, (p 4-0*^^9 
(2p + l>te, (3p-f l)-te Glied u. f. w. beziehUch dem ersten, 
2-ten, 3-ten, 4-ten Gliede u. f. w. von R gleich find.* 

$. 21. Geometrische Beihen. 

368. Erklärung. Wenn man in einer Reihe von Zah- 
len (von denen jedoch keine gleich Null ist) jede in die nächst- 
folgende dividirt, fo nennt man die Reihe der fo erhaltenen 
Quotienten die erste Quotientreihe der gegebenen. 

369. Erklärung. Eine Reihe von Zahlen (von denen 
keine Null fein darf) heisst eine geometrische Reihe (erster 
Ordnung), wenn die erste Quotientreihe aus lauter gleichen 
von 1 verschiedenen Zahlen besteht. Reispiel. 

Anm. Es Hessen (ich die in 368 and 369 gegebenen Begriffe 
ebenfo wie die entsprechenden in 345 und 346 erweitem ; allein die 
geometrischen Reihen höherer Ordnungen find von geringerer Be- 
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dentung^ und da ihre Logarithmen arithmeüsche Beihen find, fo 
lassen üch jene, fofem man nicht die Summe ihrer Glieder in Be- 
tracht zieht, auf diefe zurückführen. 

370. Man erhält zu einem Gliede u einer geometrischen 
Reihe das nächstfolgende v, indem das erstere mit dem kon- 
stanten Quotienten ß multiplicirt, d. h. 

y = u^. 
Beweis. Es ist (nach 369) /! = v:u, alfo (nach 176) 
v = nj9. 

371. Bezeichnung. Es Toll im Folgendem a das 
erste Glied der geometrischen Reihe, ß der konstante Quotient, 
T das n-te Glied der Reihe und g die Summe ihrer n ersten 
Glieder bezeichnen. 

Anm. Es feilen zunächst die zwischen je 4 der Grössen 
ßy tty tj n, S stattfindenden Gleichungen aufgestellt werden und zwar 
in der Keihenfolge, dass zuerst Q fehlt, dann n,' •••. 

372. (Gleichung ohne g). Tz=iaß^^^. 
Beweis wie in 349. 

Frage. Wie würden für die geometrischen Reihen die 
übrigen Sätze der arithmetischen Reihen (ich umgestalien 
lassen? In welchem Falle erhöhen fleh dabei die Rechnungen 
um eine Stufe, in welchem nicht? 

373. (Gleichung ohne n.) a + ^jJ = g + rß. 

^Statt zu der Summe (s) einer geometrischen Reihe das 
nächstfolgende Glied (tß) der weiter fortgefetzten Reihe zu 
addiren, kann man zum ersten Gliede (a) die mit dem kon- 
stanten Quotienten (/$) multiplicirta Summe, (allo gß) addiren.^ 
Beweis. Es ist 

g = a + «/S*' + a/J^ + • • • + r, dies mit ß multiplicirt: 
gß = a/J + ai?^ + .-. + ir + T/J. 
Die erste Gleichung von der zweiten fubtrahirt, wobei 
fich rechts alle Glieder ausser a und aß heben: 
gß — g = Tß — a, d. h. 
a + gß = g + rß (nach 175). 

Ä» — 1 1—5° 

374. (Gleichung ohne t.) ^ = a^:— r = «T7rV- 

Die Summe einer geometrischen Reihe von n Gliedern findet 
man, indem man das erste Glied. der Reihe mit einem Bruche 
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nuttipIicirC, dessen Zdhkr die Differenz twisdien der Binheil 
nnd der n-ten Potenz des konstanten OttotienteB, und dessen 
Nenner die entsprechende Differenz zwischen der Einheit und 
der ersten Potenz jenes Quotienten ist. 
Beweis. Man erhält aus 373: 

Hierin statt r Teinen Werth aus 372 gefetzt: 

f = ^i-" = «9=T («ach 187, i39) 

oder da man (nach 151) die Zeichen im Zfthler und Nenner 
eines Bruches umkehren kann 



Frage. In welchem Falle wird von ilen beiden Aus- 
drücken in 374 der erstere vorzuziehen Tein, in welchem der 

letztere? Können diefe Ausdrücke die Form -jr- annehmen? 

1 — B"^ 

375. (Gleichung ohne a.) 5 = Tj ^-r-. 

1 — p-* 

Beweis. Man climinirt a aus 372 un4.373, Ofler kürzer, 

man kehrt die gegebene Reihe um, To verwandelt fich a in 

T und ß in ß"^^ wfthrend g und n dasfelbe bleiben. Dadurch 

verwandelt fleh Formel 374 fogleich in 375. 

8*76. (Gleichung ohne ß.) -l = ^i^Y"\ 
ewei 



Beweis. Aus 373 erhält man 
9 — a 
' 5 — t' 

Dies in 372 eingeführt und mit a dividirt 
f g - aV '^ — JL 
M — rj a* 

Frage. In Bezug auf welche Grössen find die Glei- 
chungen 372—376 vom ersten Grade, und welches ßad die 
Werthe diefer Grössen? 

377—386. Aufgiben. Die Gleichungen 372—376 



nach denjenigen Grössen, in Bezug auf welche fie nicht vom 
ersten Grade find, anfzulöfen. 

377/ Die Gleichung 372 nach n gelöst, giebt, nach- 
dem man fie in eine logarithmische verwandelt hat, 

. log. T — log. a j • . , log. r — log. a 

n — 1 = -^-7 5-^— oder n = 1 + -^ ^^— . 

log. ß ^ log. ß 

378. Dierelbe Gleichung nach ß gelöst, giebt 

379. Die Gleichung 374 nach ß"" gelöst, giebt 
gß + a-g 

P ~ a ' 

alfo, indem man zu Logarithmen übergeht, 

nlog.i? = log. (^i? + a — — log. a, alfo 
-- _ log' (g/? + tt — ~ log> « 
""" log.ß 

380. In Bezug auf ß ist die Gleichung 374 vom n-ten 
Grade; man geht daher besser auf die ursprüngliche Form 
für g zurück 

^ = a 4- a^ + • • •ajS'*-^ oder 

eine Gleichung, welche in Bezug auf/? vom (n — l)-ten Grade 
ist. Wenn n=:3 ist, fo erhftlt man 

/,. + ^ = i:Z_« woraus ß ^ ^(- i :f\/^EE). 

381. Gleichung 375 wird ebenfo behandelt, wie 374, 

1 
nur dass man -^ statt ß und t statt a fetzt. So erhftit man, 

wenn man -s- = y fetzt, 
P 
^ _ log, (sy + y — — log, t 
log.y 

382. Ebenfo erhftit man 
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383. Aus 376 erhält man 

' (n — 1) Dog. (5 — a) — log. (? — t)] = log. % -»- log. a, 

alfo n — 1 =s ^ ; — \~ \ r \» oder 



n=l + 



log. i^ — a) — log. (g — r)' 

log; T — log, a 



log. (5 — a) — log. [s — ^)' 

384. Um q aus 376 zu finden ^ fetze man 

*Q-^T"^ = r, fo ist 

= r, alfo 

5 — a = rg — rr, oder 
rr— a 

385. Um T aus 376 zu finden, während ^, a, n, be- 
kannt flnd, können wir r zuerst aus der Formel 384^ aus- 
drücken und den gefundenen Werth in 384 fubstituiren. Man 
findet (aus 384*) 



Dies in die Formel ^ = -~— r eingeführt, giebt 

arn-ir — a g r" — 1 

5 = i — , oder — = X' 

r — 1 ' a r — 1 

Diefe Gleichung ist in Bezug auf r vom n-ten Grade. 

Führt man die auf der rechten Seite angedeutete DiviHon aus, 

fo erhält man 

— ==r«'-i + r»-* -i + t, 

was eine Gleichung (n — l)-ten Grades ist. Aus r findet man 
T durch die Formel T = ar^-^ 

386. Um a aus 376 zu finden, wendet man dasfelbe 
Verfahren an, indem man nur a undr vertauscht und statt r 

fetzt — , alfo 
r' 



f=(ir+Crr+-+'- 
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%. 20. Zins- nnd Benten-Beehnung« 

387. Erklärung. Man Tagt, ein Kapital k Irage p 
Procent Zinfon, oder der Zinsfuss Tei p, wenn das Kapital 

nach einem Jahre -—^ Zinfen trägt. Der Bruch 1 -f- -j^ 

= — 77^-^ heisse der zu dem Zinsfusse p gehörige Zinsfaktor. 

Anm. Im Folgenden wird voraiisgefetzt, dass nach Verlauf 
eines Jahres jedesmal die Zinfen zu Kapital geschlagen werden. 
(Doppelte Zinsrechnung, oder Zins auf Zins.) 

388. Der Werth x eines Kapitals k beträgt nach n 
Jahren 

x = kc-, 
wo Q der Zinsfaktor ist. 

Beweis. Wenn der Zinsfuss pVo beträgt, fo find (nach 

387) die Zinfen des Kapitals k nach einem J^hre ^ctt, alfo 

die Zinfen zu Kapital geschlagen, wird das Kapital nach einem 

Jahre gleich ^ + jj^ = k^l + j^) = kft d. h. das Kapital 

multiplicirt fich in einem Jahre mit Qy alfo nach n Jahren 
multiplicirt es fich n-mal mit Qy d. h. einmal mit ^% alfo 
x = k^^ 

389. Der Werth x eines Kapitals k hat vor n Jahren 
x = kß-'* 

betragen, wo q der Zinsfaktor ist. 

Beweis. Denn das Kapital x verwandelt fich (nach 388) 
im Verlauf von n Jahren in x^^ Dies ist alfo gleich k, 

k = x?'', alfo 

x = kr". 

390. Ein Beitrag a, welcher n Jahre hindurch am An^ 
fang jedes Jahres gezahlt wird , wächst zu einem Kapitale 

^^ 100ag(g°-l) 

P 
an, wo p der Zinsfuss, und q der Zinsfaktor ist. 

Beweis. Der letzte Beitrag a steht ein Jahr lang, ver- 



wandelt fich alfo (nach 388) in a^, der vorletzte steht zwei 
Jahre lang, verwandelt fich alfo in hQ\ n. T. w.; der erste 
Beitrag steht n Jahre lang, verwandelt fldi alfo in a^°, alfo ist 

X = a? + a?^ + • • • + a^'' = *^ "Hl ^"*^^ ^''*^* 
Aber ^ war = 1 + ^, alfo ^ — 1 =^> folglich, da 

man, statt mit -r^ zu dividiren, mit multipliciren kann, 

^ 100ag(g°— 1) 

P 
391. Wie gross muss gegenwärtig ein Kapital x fein, 

wenn es gerade ausreichen foU, um daraus n Jahre hindurch 

jedes Jahr die Rente r zahlen zu können, (wobei die erste 

Rente fofort zu zahlen ist)? 

Auflöfung. x= ^^^^^ — -y wo p der Zinsfuss, q 

der Zinsfaktor ist. 

Beweis. Zur Auszahlung der ersten Rente, da fie fo- 
fort zu zahlen ist, ist das Kapital r erforderlich, zur Zahlung 
der zweiten ein Kapital, was erst nach einem Jahre den^ 
Werth r hat, d. h. (nach 389) das Kapital tq-'\ zur Zahlung 
der dritten das Kapital r^^^^ • • • zur Zahlung der n-ten das 
Kapital tq-^^-^^ alfo 

X = r + rp-* + r^-' -f • • • rg"-(*-^> = r^ ^ — 



(nach 374) 
__, g'^-1 _ 100r(g'^~l) 

letzleres, weil Q — i = -j^rr ist. 

392. Welcher jährliche Beitrag x muss n Jahre hin- 
durch gezahlt werden, damit aus dem fo angewachfenen Ka- 
pital q Jahre hindurch die jährliche Rente r gezahlt werden 
könne, (wobei die erste Rente ein Jahr nach Zahlung des 
letzten Beitrages zu zahlen ist)? 

Auflöfung. x=-^^T37> wo Q der Zinsfaktor ist. 
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Beweis. Der jahrliche Beitrag x wichst (nach 390) in 
B Jahren zu dem Kapitale 

P 
an. Dies muss, damit q Jahre hindurch die Jahres-Rente r 

gezahlt werden könne (nach 391) 
rein, alfo diere Gleichung mit 7^ multiplicirt 
_ r(gq — 1) r_ g^ — 1 



MIMI" 



»•») 1T3 



Anhang^. 

§• 23. Kombinationslehre. 

393. Erklärung. Die Kombinationslehre (Ver- 
bindungslehre) betrachtet die verschiedenen Verbindangen, 
welche eine Reihe gegebener von einander verschiedener 
Dinge eingehen können. Man nennt diere.. verschiedenen 
Dinge Elemente und bezeichnet He in der Regel mit Buch- 
staben. 

Anm. Es foU hier nur eine überlichtliche Darstellung der 
Kombinationslehre gegeben werden. Die streng wissenschaftliche 
Darstellang würde für den vorliegenden Zweck zu umfangsreich 
gewefen fein. 

39^. Erklärung. Wenn man aus einer Reihe ge- 
gebener Elemente alle verschiedenen Verbindungen aufstellt, 
welche unter gegebenen Bedingungen möglich find, fo nennt 
man eine folche Aufstellung eine Gruppe von Verbindungen 
(Gebinden). 

395. Erklärung. Man unterscheidet Verbindungen 
ohne Wiederholung, und Verbindungen mit Wieder- 
holung. Bei den ersteren darf jedes Element in ein- und 
demfelben Gebinde höchstens einmal vorkommen, bei den 
letzteren beliebig oft. 

396. Erklärung. Ferner unterscheidet man Kom- 
binationen und Variationen. Bei den ersteren dürfen in 
einer und derfelben Gruppe keine zwei Verbindungen vor- 
kommen, welche diefelben Elemente (wenn auch in verschie- 
dener Reihenfolge^ enthalten; bei den letzteren fällt diefe 
Beschränkung weg. 

397. Zufatz. Man erhält alfo vier Gattungen von 
Verbindungen: Kombinationen o. W. (ohne Wiederholung), 
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Kombinationen m. W. (mit Wiederholung), Variationen o. W., 
Variationen m. W. — Wenn von Kombinationen oder Varia- 
tionen ohne weiteren Zufatz die Rede ist, To follen darunter 
stets die Kombinationen oder Variationen ohne Wiederholung 
verstanden Tein. 

Anm. Um bei den Kombinationen Hcher zu gehen, dass man 
keine Verbindungen erhält, in denen diefelben Elemente, nur in 
anderer Reihenfolge vorkommen, ordnet man die Elemente jeder 
einzelnen Kombination am besten alphabetisch , d.h. fo, dasa keine 
zwei verschiedene Buchstaben in der Kombination in umgekehrter Ord- 
nung stehen als im Alphabete. Es versteht üch von felbst, dass dabei 
die ursprangliche Annahme für die Reihenfolge der Buchstaben im 
Alphabet an fich gleichgtQtig ist. Für die Reihenfolge der Verbin- 
dungen reibst ist in den meisten Fällen die lexikographische Reihen- 
folge die zweckmässigste ; d. h. von zwei Verbindungen stellt man 
diejenige früher auf, in welcher von links aus gerechnet, der erste 
Buchstabe, welcher fich von dem gleichgestellten der andern Verbin- 
dung unterscheidet, im Alphabete früher steht als diefer, wobei das 
Nichtvorhandenfein eines Buchstabens den Vorrang hat auch vor 
dem ersten Buchstaben des Alphabets. 

398. Aufgabe. 'Die dritte Klasse der Kombinationen 
(o. W.) aus den Elementen fn, b, c, ij e, f^ g aufzustellen, 
und zwar die Elemente alphabetisch, die Verbindungen lexi- 
kographisch geordnet. 

Aufl. abc bcd cde def efg 

deg 
dfg 



abc 


bcd 


cde 


abd 


bce 


cdf 


abe 


bcf 


cdg 


abf 


heg 


Cef 


abg 


bde 


ceg 


acd 


bdf 


cfg 


ace 


bdg 




acf 


bef 




acg 


beg 




ade 


bfg 




adf 






adg 






aef 






aeg 






afg 
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Regel. Man ^ veriiindel nach der Reihe jedes Element 
mit der nöcbst niederen Klasse der Kiambinationen aus den 
f&mmtlichen folgenden Elementen. 

399. Aufgabe. Die dritte Klasse der Kombinationen 
(m. W.) aus den Elementen a, b, c, d, c aufzustellen (die 
Elemente alphabetisch , die Verbindungen lexikographisch ge- 
ordnet). 



Aufl. aaa 


bbb 


ccc 


ddd 


eee 


aab 


bbc 


ccd 


dde 




aac 


bbd 


cce 


dee 




aad 


bbe 


cdd 






aae 


bcc 


cde 






abb 


bcd 


cee 






abc 


bce 








abd 


bdd 








abe 


bde 








acc 


bee 








acd 










ace 










add 










ade 










aee 










Regel. Man verbindet nach der Reihe jedes Element 


mit der nächst niederen Klasse der Kombinationen m. W. aus 


den flimmtlichen nicht früheren Elementen. 


400. Aufg. Die dritte Klasse der Variationen (o. W.) 


aus den Elementen a, 1 


b, c, 


d, e 


lexikographisch aufzustellen. 


Aufl. abc 


bac 


cab 


dab 


cab 


abd 


bad 


cad 


dac 


eac 


abe 


bae 


cae. 


dae 


ead 


acb 


bca 


cba 


dba 


eba 


acd 


bcd 


cbd 


dbc 


ebc 


ace 


bce 


che 


dbe 


ebd 


adb 


bda 


cda 


dca 


eca 


ade 


bdc 


cdb 


dcb 


ecb 


ade 


bde 


cde 


dce 


ecd 


aeb 


bea 


cea 


dea 


eda 


aec 


bec 


ceb 


deb 


edb 


aed 


bed 


ced 


dec 


edc 
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Regel. Man veriundet nach der Reihe jedes Element 
mit der nächst niederen Klasse der Yariatienen (o. W.) aus 
den (ftmmtlichen übrigen Elementen. 

401. Aufgabe. Die dritte Klasse der Variationen (m. 
W.) aus den Elementen a, b, c, d lexikographisch aufzustellen. 

Aufl. aaa baa caa daa 

dab 

dac 

dad 

dba 

dbb 

dbc 

dbd 

dca 

dcb 

dcc 

dcd 

dda 

ddb 

ddc 

ddd 

Regel. Man verbindet nach der Reihe jedes Element 
mit der nftchst niederen Klasse der Variationen (m. W.) aus 
den fgmmtlichen Elementen. 

402. Erklärung. Ein Gebinde permutiren, heisst die 
Elemente desfelben in allen möglichen verschiedenen Reihen- 
folgen aufstellen. Die fo hervorgehende Gruppe von Gebinden 
heisst eine Gruppe der Permutationen; und zwar heissen fie 
Permutationen mit oder ohne Wiederholung, je nachdem das 
zu permutirende Gebinde gleiche Elemente enthält oder nicht. 

403. Aufgabe. Die Permutationen des Gebindes abcd 
aufzustellen. 

Aufl. abcd bacd cabd dabc 

abdc bade cadb dacb 

acbd bcad cbad dbac 

acdb bcda ebda dbca 

adbc bdac cdab dcab 

adcb bdca cdba dcba 



aab 


bab 


cab 


aac 


bac 


cac 


aad 


bad 


cad 


aba 


bba 


cba 


abb 


bbb 


ebb 


abc 


bbc 


che 


abd 


bbd 


cbd 


aca 


bca 


cca 


ach 


beb 


ccb 


acc 


bcc 


ccc 


acd 


bcd 


ccd 


ada 


bda 


cda 


adb 


bdb 


cdb 


ade 


bdc 


cdc 


add 


bdd 


cdd 



«••> m 



An». 


. Die: Per9iu1i»tiou€p o. W. an4 , Tfu^onen, 


.iH^dcnen 


die KlaseiMizahl gleich, c^er Elementenaahl ieit .,. ,,;. . .,.r.{ 


1 (f .-.'il'ii 


494. 


Aufgab 


0. ßld{eeriiiutatioiidn^«»«ei»iiidMKlbeo0 


aufzustellen 


. 




... . y . : .. .;: - 


'\ .-i •.'»/■ 


Aufl. 


abbeoe 


balN»e 


cabboo 


- A 




abobec 


bacbcc^ 


Oabobe ;i . ^ : 


Ml^ 




abccbe 


bacobii^ . 


,0«k€i* 1- 


'• .! 'l'.Ä 




abccob 


bacceb 


.cAobbo- V ,? 


l:-'«:/.' ' 




ai^bbec 


bbaccQ 


0|W*i«b y 


. • * ■' J * 


, 


aebcbc 


bbpapc. 


eaocbb , / ^ , :r \ 


'. ' i 




a<^ob 


bl^cAc 


fib^be^» , '..: ! ;: 


; . 'ir :!*- 




ac€i>t)e 


bbiscpa 


•,d>acbar ■ • . 7 .1 !i 


• •: u'J 




accbcb 


bcabcc 


obacob' .f 


. , .'i.j /' 




acocbb 


bcAcb« 
boaocb 


cbbaoc. K 


"'•« 'i.'. " 






bcbaec 


. cbbcca . j! r » -.j» 


'-' ,i V 






bchcac 


cbcabo. ( 


'- .. *' 






bßbcaa 


;^a6b^ V ' -.j 


.•ü^ •. .;. 






bccabo . 


cbcbac . ,J ; 


;) ' :J :-■ 






bccacb 


cbcbca 


.i-;. .! 






bcobac 


cbccab 


Mf 






. bccbca 


cbccba 


• ♦ > 






bcccab 


ccabbc ' . ' 


'' • -P 


r 




bcccba 


ccabcb . ^ 

ccacbb .^ :. 

ccbabc , 

ccbacb 

ccbbac ^ ^ 

ccbbca j i 

ccbcab 

ccbcba 

cccabb 

cccbab . 

cccbba . ' ' ' 


w 1 , 


Rege 


1. Man 


verbindet 


nach und nsic^ je4®? 


Eliem^ai 


des Gebindes mit den Permutationen aus denijenigea 


Gobinde, 


welches hervorgeht 


, wenn man jenes Element weglftsst. 
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MS. Erklärung. Eine C^nippe von Gebinden, deren 
jedes B Elemente enthalt, heisst eine n-te Klasse. Die Gruppe 
der Uettiente Mbst heisst die erste Klasse (gleichviel, von 
welcher Gattung die Verbindanpren find). 

Anm. Diefe Erklärung ist nchüge» -vor No. 3d8 zu steHen. 

406. BezeichnuAf.'Die AnsAl inft Kombinationen 
zur n-ten Klasse aus a Elementen fei mit a'' (gelefen a Punkt n) 
bezeichnet, wenn es Koml^inatieneil o. W. find, und mit a"° 
(gelefen a Punkt Punkt n), wenn es Kombinationen m. W. find. 

Die Anzahl der Variationen zur n-teu Klasse aus a Ele- 
menten fei mit a'"^ (gelefen a Strich n) bezeichnet, wenn es 
Variationen o. W. find, und mita'"* (gelefen a Strich Strich n), 
wenn es Variationen m. W. find. IMe Anzahl der Permuta- 
tionen aus n verschiedenen Elementen fei mit bI (gelefen n 
permutirt), die Anzahl der Permutationen aus einem Gebinde, 
was a unter fich gleiche, b unter fleh gleiche und e unter 
fich gleiche Elemente enthftH, unter denen aber die Elemente 
jeder Gruppe von denen dier enfdern G^o^pen verschieden find, 
fei mit (a, b, o)I (gelefen a Komma, b* Komma, c permutirt) 
bezeichnet. 

40T a'» = a(a-l)-...(a~n + l). 

„Die Anzahl der Variationen aus a Elementen zur n-ten 
Klasse ist gleich einem Produkte aus n Faktoren, von denen 
der erste a und jeder folgende um 1 kleiner ist als der 
nftchst vorhergehende.^ 

Beweis 1. Nach 400 erhftlt man die Variationen aus 
a Elementen zur n-ten Klasse, indem man jedes der a Ele- 
mente mit den Variationen aus den (a — 1} übrigen Elementen 
zur (n — l)-ten Klasse verbindet, d. h. 

a^ = a(a-iy'*-^ 
alfo: die Anzahl der Variationen (aus irgend einer Anzahl 
von Elementen zu irgend einer Klasse) erhalt man, indem 
man die Elementenzahl mit der Anzahl der Variationen zur 
nächst niederen Klasse aus der nächst niederen Anzahl von 
Elementen multiplicirt. 

2.' Es ist alfo nach Beweis 1 
a^ = a(a — ly— ^ 



und indem man denfelben SaU auf den zwisitw F«1ilor der 
rechten Seite anwendet . ^^ 

und mit Anwendung desfelt^e^n Satzes auf. den dritten Faktor 

und i»achdem m^n dies Verfahren n-nkal angev:|tndt hat 
= a(a-l)--(a^m + l}(a-^pi)'^-*». 
Setzt man hier m==ii — 1» fo erhält mm . 
a^^^^aCa — 1). • • -(a — e + 3)Ca — ä + i^ 
= a(a--l) •••(^-n+i) (aaph 403). 

408. n! = l-2..-n. 

„D\q Anzahl der Fdra^utatioiien aus n vers^AdeMn Ele- 
menten ist gleich 40m Predukte der a ersien ganzen Ztableiii^ 
Beweis. Kach 403 können die Permutationen o. W. als 
Variationen angefehen werden., in denen im Klussenzahl gleich 
der Elementenzahl ist, d. Ji. 

u! =ii^^=cn(n^ 4)- - (n - n + 1) (nach 407) 
= 42 Ä. 

409. ,.,^ ?(>-l)- -O-^ + l) 

1 • il • • • • n 

,,Die Anzahl der Kombinationen aus a Elementen smr n^ten 
Klasse ist gleich einem Bruche, dessen ZMiler ein Produkt 
«US & Faktoren ist, ron denen der erste aund jeder folgende 
um eins kleiner ist als der nächst vorhergehende, wjUurend 
der Nenner das Produkt der n ersten ganzen Zahlen, ist/ 

Beweis. Aus den Kombinationen o« W. erhält man 
(nach. 366) die Variationen, indem man die Elemente eines 
jeden Gebindes nach und nach in aUen iidf liehen verschiedenen 
Reihenfolgen aufstellt,, d« h. indem man slatt jedes Gebindes 
eine Gruppe fetzt, welche aus den PermutatioMn jenes 6e- 
bimies besteht. Die Anzahl der Gebinde jeder Arfehen Gru^e 
ist gleich d^ Anzahl d^ Permutationeii ans & versdifodenen 
Elementen, alfo =ml, diefe Zahl fei der Eiofacbhdt wegen 
mit X bezeichnet. Dann tritt alfo statt jedes Gebindes der 
KonAinationen eine Gruppe von z Gebinde« der Variationen 
itenror; d. h. die Anzahl der Variationen ist z^^nial fo gross 
als die der Kombinationen, d. h. 

12* 
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„Die Anzahl der Kombinationen m. W. zur n-ten Klasse 
aus a Elemente ist gleich einem Bruche, dessen Zfthler ein 
Produkt aus n Faktoren ist, von denen der eri^e a und jeder 
folgende um eii^s grdsisier ist, als der nftchst vorhergehende, 
während der Nenner das Produkt der n ersten Zahlen ist^; 
oder: 

„Dfe Attisahl del* Kombinationen m. W. zur n-teii Klasse 
äuiii a Bleinenlen ist i^leich der Anzahl der Kombinationen o. 
W. z\ir n-ten Klasse aus (a + a — 1) Elementen. 

Beweis (indnfcloriseh ht Bezug auf n). Angenommen, 
der Satz gelte für irgend einen Werth ii, fo ist zu beweifen, 
er gelte auch fUr n-f 1. V\m erhalt man (nach 309) die 
(n + l)-te Klasse der Kombinattenen o. W. aus a Elementen, 
indem man jedes > Element mit der n-tea Klasse der Kombi- 
nationen m. W. aus den nicht früheren Elementen verbindet; 
alfO' das. erfitte ELetfiant mit den Kombinationen m. W. zur 
n46n Klasse aus a £J«menten, das zweite mit denen aus 
a^l Elementen) u^ f. w., das letzte mit denen aus einem 
Elemante,. d. h. 

• a-.'.'^t^ ^ a-° + (a — l)*** + (a — 2r^ +'•••• + i"" 

. , =i6(a+n— l)-'' + (a + Ä-2)''»+---.Tf.ii-'' 

(nuch Annahme). 
' Ferner evhfiU mao (naeh 398) die Kombinationen a. W. 
zur (u + l>*ten Klasse aus a + n Elementen, indem man 
jedes Element mit den KombiRationeh o^ W. sfur A^^teOvKlasse 
aas tten .spftt»ren Elementen verbindet, alfo das erste Eleüeut 
mit dan KoMbinetkinea o. W. zur n-ten Klasse ans a + a — 1 
Elementen 9 das zweite mit denen aus a -h n -- 2 »Elementen 
u. r. w., das letzte Elament bei dem dies nodi mögli«di ist, 
ist dasjenige,, auf .weichet noeh n.der gegebenen Elemente 
folgen udd dies ist allo mit dea Kombifialionen aus dielen n 
folgenden Elementen zu verbinden, d. h. 

(a + n)'»^i=(a+n—l)'* + (a+n—2)-''+- •••+»"'• 



Folglich , , ! 

a"»+* = Ca + n)-»H , . 
da beide Seiten demfelben Ausdrucke gleiah, find; all« 

-..B-fi _ (> + n) (a -f- n — i)- • • •* 

1-2 ttt+i) 

^ a(a + l) (a + n) 

' . .l-2-...Cii + i), '. ..„.'' 

d, h, der Satz gilt, wenn für irgend ein. n^ ,fo auch für die 
näclist höhere Zahl, alfo dann auch für alle höheren Zahlen. 
2. Nun gilt der Satz für n == 1 , denn 
a-^ = a (nach 405) , 

Alfo gilt der Satz, da er für n=l gilt, auch für alle 
höheren Werthe, d. h. für alle pofitiv^n (ganzen) Zahlen. 
. 411, a"" = a^ ■■ ■ . / . ' . 

jjDie Anzahl der Variationen , m. W. zur n-'^en Klaßse 
aus a Elementen ist gleich der Potenz a^'' 

Baweis. Man erhält (nach 401) die Variationen m. W. 
zur n Klasse aus a Elementen, indem man jedes der a Ele- 
mente mit den Variationen m. W. zur (n -7- jl)Tten Klasse aus 
fiimmtlichen a Elementen verbindet, d. h« l 

a'^^ = aa''''-\ , "* 

Wendet man den gewonnenen Satz ^uf den zweiten Faktor 
des zuletzt erhaltenen Ausdrucks an, fo wird der letztere 



=.a.a.a^^^-^ = aV'^-2. 
und auf gleiche Weise 

= aW°-« = aV^» , 

und nach m-maliger Anwendung des Verfahrens 

Setzt noan m == a — 1 , fo erhält man j 

a^^° = a^—^a^^*'"'''"^^ = a'^^^a^^* 
= a^-^a (nach 405) 



.'s. - 
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4112. (a, b, c)!= ^^^, ^j . 

^Die Anzahl der Perinutationen m. W. ist gtö^ch einem 
Bruche, dessen Zähler gleich der Anzahl der Perinutationen 



!«2 CÄl» 

fdmmtlicher als verschieden gedachter Elemente ist, und dessen 
Nenner man erhftlt, wenn man zu jeder Gruppe der unter- 
einander gleichen Elemente die Anzahl der Permutationen be- 
stimmt, welche ihre als ungleich gedachten Elemente lierern 
würden, und diere filmmtlichen Zahlen mit einander multi- 
plicirt. 

Beweis. Setzt man zuerst auch die jeder einzelnen 
Gruppe angehörigen Elemente von einander verschieden, fo 
wird die Anzahl der Permutationen, welche mit p bezeichnet 
rein mag, 

p = (ft + b + c)! 

Setzt man darauf in diefen Permutationen die a Elemente 
der ersten Gruppe einander gleich, To fallen jedesmal alle die- 
jenigen Permutationen in eine zufammen, welche fleh durch 
nichts anderes als durch die gegenfeitige Stellung diefer a 
Elemente unterscheiden. Die Anzahl der Permutationen, welche 
auf diefe Weife jedesmal in eine zufammenfallen , ist alfo 3= a!, 
diefe fei mit x bezeichnet, fo faHen alfo von jenen p Permu- 
tationen je x in eine zufaminen und die Anzahl der Permu- 
tationen wird 

p__ Ca + b + c)t 
x~ a! • 

Setzt man darauf in den fo erhaltenen Permutationen auch 
die % Elemente der zweiten Gruppe einander gleich, fo er- 
hält man, aus gleichem Grunde wie vorher, die Anzahl der 
fo hervorgehenden Permutationen, indem man jene erstere 
Anzahl durch b! dividirt, alfo wird die Anzahl 
_ (a + b + c)! 
~ a( bl • 

Setzt man endlieh noch die Elemente der dritten Gruppe 
einander gleich, fo wird die Anzahl der. tö hervorgehenden 
Permutationen aus jener dut'ch Dlvirion mit el gefunden, alfo 
^ (a + b + c) l 
a! bi 0! ' 

413. Es ist 

(a,b)!=^^^'t=(a + br=(a + b)'^=(b + l)-^ 
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Beweis. (a,'b)! = ^t^ (nwli 4l2) 

_ 1-2 •'••(> +b) 

"~l-2-al-2-..b* 

Hebt man hier die ersten a Faktoren weg, fo erbklt man 

^ (a +!)(>+ 2). ■fa+b)^^;^.^^.:, (^^^4^3 

1 • Ä • • • • D 

.^ (a+bXa,-|-b-l>.-(ft.4-l) ^(,^„y. (,^409). 
!•*• • •o 
Hebt maa dagegen in dem obigen Ausdrucke die Faktoren 
1-2- • -b weg, fo erhftit man 

=CM:JXb + 2):::tb + a)^^j, _^ ^y., 

_ (a + bXa + b - 1) ■ " (b + < ) _ .^ , .... 

(. 24. Imaginäre OröBsen. , 

41A. Erklärung. Die Grösse (— 1)^ nennen wir (He 
imaginäre Einheit und bezeichnen De (der Klirre wegen) mit i. 

419. Erklärung. Die Grösse a + l^i, in welcher a 
und b reetle Zahlen find, nennen wir eine kompieze Grösse, 
a ihre erste, b ihre zweite Zahl, (&' -f b*)^ ihren pofitivM 
Werth. Die komplexe Grosso beisst imagifiär,'^ wenn b von 
Null verschieden ist. Sie heisst e\ne kompletxe Einheit, wenn 
ihr pontiver Werth 1 ist; Wir ftlzen iswöi imaginäre Grössen 
a + bi und a 4- ßi (wo a, a, b, ß reell find) ham uiid nur 
dann einander gleich, wenn a=xta nnidba^/?.>M, di.k.*wenn 
ihre entsprechenden Zahlen gleich find. ... 

4L16. Erklärung. Kooiplexe Gröisea iddirnn oder 
rubkabipen beisst ihre «ntspreeheaden Zeiflan addiMIr od0r 
fubU'ahiren, d. h. > ;« 

. (a-i^.bi).7t-{a+.^)=;:,(a + .(t).+ 0iHT^i)i ,. , 
(a + bi)- (a + /Ji) = a - a + Cb-/)i. 

417. Für die Addition Und Sabtfhktioji koinpIeKer 
Grösse^ gelten die gewöhnlichen Geretze diefer Be^bi^uiigeit. 

Beweis. . Zu zeigen ist, das$ Former 22, 23, 28, 29 
für komplexe Grössen noct^ geltei^-; denn ^us ihnen folgen die 
übrigen Sätze ganz wie in $. 2 und 3. 
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, 418. JSrklftrung. Uni^ dem Produkte (a +h\)(a+ßi) 
zweier komplexer Grössen versteht man die komplexe Grösse 
aa — b/J + (a/8 + "><*)*; namentlich fetzt man i-i = — 1. 

J|19. Erklftrung. Unter dem Quotienten zweier kom- 
plexer Grössen versteht man diejenige komplexe Grösse, welche 
ttit-denDiviror multiplieirt den Dividend giebl (vorausgeretzt, 
dass der Diviror nicht gleich Null ist). 

. .. Aaip* IHe Gsttnde, wamm diefe Verknüpftingen (416—419) 
gerade fo und nicht anders defioirt Had, ergeben fich leicht, wenn oaan 
bedcfnkt, dass e» darauf ankommt, die gewöhnlichen Verknäpfangs- 
gefetze auch für dicfe Grössen möglichst fortbestehen zu lassen. 

420. Für die Multiplikation und Diviflon komplexer 
Grössen gelten die gewöhnlichen Gefetze dierer Rechnungen. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dass die allgemeinen Grund- 
formeln No. 66, 70, 72, 130, 133 und die speciellen Formeln 
52 und 56 hier noch gelten, indem daraus die übrigen 6e- 
fetze der Multiplikation und Divifion wie in $. 4 und 7 fich 
«rgebe^n. , 

4»1. (« + ^iKa — 1^0=««' + ^*. 

^Zwei komplexe Grössen, die Geh nur durch das Vor- 
zeichen ihrer zweiten Zahl «nterscheiden^ liefern als Produkt 
4iS Quadrat des pofitiven Werthes jener Grösj»en.* 

iiM » + ^^ (a + bi)(a-/?i) 
. ^"- «+i3i~ a^ + ß^ ' 

9aweis. Man erweitere die linke Seite mit a«*/}i, fo 
forgiebt fi^ 4ie Forniel aus 421. 

'<' ^499. Jtd'e komplexe Grösse a>+bi (4ie nidit null ist) 
Iftsst fich in der Form 

difavteilra^ wo*e poGliv i^ vtai ^zwisoiienlSO^ md ~ i80^ 
liegt, und zwar ist 

e=: (a^ 4- b^*. d. h. gleich dem pofitiven Werlhe von a -f bi 

* * a '*b * 

i «OÄ^<;;f=— ,.fm/*»— , d. b 

' c c 

c 'fel'gfeich der Hypotenufö eines rechtwinkligen Dreiecks, 

dWeh Katheten gleich a und b fitid, ixni ß ist Ih diefem 

Dreiecke rför der Kathete b gegeritifierlfegende Winkel. 



Beweis. Setzt man c = (a^ -f- b^)^ und cos /9 = —, fp 



wird fin /9 = + j/l — cos V = + — ?o^ — a* = ^^ — , wählt 

c 

man nun das Vlns^Zeküetk, Co dass alfo 
rin)S = A 

wird, To erhilt man 
a + bi = or — -f i J=ocosa-f-crina*i=c(cosa+ifina). 

424. ErkUrungfi Wenn c pofltiv ist, To nennen wh 

a den Winkel der komptexeft Grösse oCoos et -f- i fin a)^ nnd 

zwar den Sehten Winkel derrelben, wenn a zwischen n: nnd 

— TT (zwischen 180^ und — 180°) liegt. Den Ausdruck <5dirl 

-f i fin 1 bezeichnen wir der Kürze wegen mit e ' 

r = cos4 + ifin 1. 

Anm. Als Einheit der Winkel ist stets derjenige Winkel an- 

stt|iehmen) welcher als Centriwiakel eines Kreires die £if6B80halt 

hat, d^s fein Bogen gleich dc^ Radius des KreiXe» ^t. ,.Um .al£p 

einen Winkel als Zahl darzustellen, hat man. Ihn zum Centiiwinkel 

eines Kreifes zu machen , und feinen Bogen durcli den Rä.äiud des 

Kreifcs zu messen; fo ist das Refultät diefefr Messung M Zahl, 

welcher der Winkel gleich zu fetzen ist; alfo ist ins Bef ondese dar 

rechte Winkel gleich _ und der gan^e Winkelraum 360* = 2yr, 

der Grad alfo. der 180-.te Theil von. n- , . , 

Fragß. Welches ist der Winkel einer pofitiven, einer 
J^Pgaliyen Zahl, Welcjies der Winkel von i,. vx)n ,~i? 

4UIS. Wenn xwei komplexe 6rö;s«e« gleieh iind^ h ßnd 
auch ihre pofitiven Wertte und ihre flchtan Winkel gleich; 
und wenn die Winkel auch iinftcht Teia dfirfen, fo kMmen fie 
Qoh nvr um eine ganze Anzahl voa WiokeIriliuni».(2fr) unter- 
scheiden; 

Hy.p* a(cos p + i fin p) =» b(cos q + i fin q), a und b >• 0, 
p und 4;=r0 bis 360^ 

Thes. a==b, p = q. 

Beweis 1. Da die komplexen Grössen gleich find, fo 
find (nach 415) auch ihre entsprechenden Zahlen gleich, alfo 
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auch (nach 415) die politiven Werthe jener Grössen; diefe 
lind aber (nach 423) a und b, alfo a = b. 

2. 'Somit verwandelt rieh die Gleichung der HypotheCs in 
a(cos p -f- i fin p) = aCcos q + i (In q), d. h. da a^Ö ist, in 

cos p -f i Hn p = cos q + iiiii q; alfe üit (nach 415) 

cosp = cosq, flnp = nnq. 
Wenn nun p und q ficht find , d. h. zwischen n und — n 
liegen, und die Cofinus gleich flnd, To mtUiseii die Winkel 
entweder gleich oder einander entgegengeretat Mn. Letzteres 
ist, wenn die Winkel nicht gleich oder 4t Und, nicht 
möglich ^ da entgegengeretzte WliAel entgegengeret^en Sinus 
hidiKen^ U9d alfo dann fln p u^d. ßa q einander entgegen- 
gefetzt fein worden, was gegen die Bypotjiefls ist; alfo ist 
nur das ersterei.mdglich, d. b. p = q» Wenn aber einer der 
Winkel, z. B. p gleicb oder n ist^ fo ist fein Cofinus im 
ersteren Falle 1 , im letzteren — 1 ^ idfo auch cos q im ersteren 
Falle + 1 9 iiR letzteren — 1 , alfo audi q im- ersteren Falle 
null, im letzteren n. Alfo auch in dtefen FftUen p^^^q* — 
Wenn p und q auch uiifichte Winkel fein dürfen, fo können 
fie fleh, da fowohl ihre Sinus als ihre Cofinus gleich find, 
nur um eine ganze Anzahl von Winkelrftumeii (27r) unter- 
scheiden. 

(cos a + i fin a) (cos /? -f i fin/J) = cos (a + ß) + i fin(a + ß') 
(cosa+ifinaXcos^+ifinjf)-- • •=cös(a4-iJ+ • 0+' 

ifin(rt+iJ-f---)- 
„Statt zwei oder mehrere komplexe * Einheiten mit öin- 
ander zu^ miiltipUciren, kann man 4hre Whdcel addir&n; das 
Produkt 101 wieder ekie komplexe Einheit.^ 

Beweis 1. Bs isl (nach 418) 
(cosa4*ifin«)()(eos/}-Hifin/3)2=zcosaees/}--finaßn/3-f^(fmoco8^ 

+ cos et fin/})! 

=s*cos (ir + j5) + i ßn (a 4- /*)• 
2. Für mehrere komplexe Einheiten folgt der S^tat fort- 
schreitend aus Beweis 1. 

Anm. Will man den ächten Winkel des. Produktes fioden, fo 
IpasA mAn, lalta liicht sehou die Summe der Winkel swis^en ff 
und — ft liegt, To oft 2^ hinzuaddiren oder fubtrahiren, bis der 



Rest jenor Bedingimg genügt. Dm Addiien oder dabti»1iii«ii yon 
2n^ 360^ ändert bekanntlich in d^m WeHhe der SinoB und OoTimu 
nichts, alfo auch nichts in dem Wertho der komplexen Grösse. 

427. (cos a 4- > sin a)" = cos na + i,sin u, wp it eine 
ganze Zahl ist. 

^Statt eine komplexe Einheit mit eip^r ganzen Zahl zu 
potenziren, kann man ihren Winkel mit diefer Zahl multipli- 
ciren (wobei für jlas Pot^nziren mit^^a^sem Expanont^ die 
Definitionen in §• 10 ^Q Grunde gelegt Rj^^ und alfo^ 9mk 
die Sätze in S. 10 gelten). , 

Beweis 1. Wenn n grösser als 1 isly fo folgt der Satz 
aus 192, 426; 

2. wenn n=l ist, aus 191, wenn 11=:; ,0 ist, aus 186 
und den trigonometrischen Sätzen cos = 1, Im = 0; 

3. wenn n negativ ist, aus 193, Beweis 1, 422 und ipm 
trigonometrischen Sätzen cos( — x)=^co^a^ .nn(T-x) = — flu x. 

428. [a(cos a + i fin a)]" = a,\o9S mt+^Rn n«), wo n 
eine ganze Zahl ist, 

«Statt eine komplexe Grösse mit einer gaiuten Zahl zu 
potenziren, kuin man ihren pofiiiven Werth mit diefer Zahl 
potenziren, und ihren Winkel mit diefer Zahl multipliciren.^ 

Beweis aus No. 194 und 427. 

429. Erklärung. Eine imaginäire Grö9s^ mit einer 
reellen Zahl n potenziren heisst (auch wenn n kmne ganze 
Zahl ist), den pofltiven Werth jener Gröase mit n polefiziren 
und ihren ächten Winkel mit a multiplicilren ; d. h. 

[a(cos a + i nn a)]" = a"(co8 iM + iRn na) , 
wo n reell, a pofitiv und a zwischen ft und — n liegt. 

430. Wenn a der poHtlve Werth vki p der Winkel 
einer komplexen Grösse a(cosp + innp) ist, fo ist 

a(cos p + i fin p) = a^P. "^^^ •* 

Beweis. Es j$it ae^ ^ a(cos 1 + i Hn 1>p (vach 424) 
= a(cos p + i fin p) (nach 429). 

431. Wenn entweder n eine ganze Zabl^ oder pein 
ächter Winkel ist, fo ist 

(a£P)» = a'»€P''. 
Beweis aus 429. 



4MS. Wem » ein^ beUebigo (auch komplexe) 6rö6se 
ist und b und o reell find, fo ist 

Beweis 1. Es fei a = £, fa ist 

e^€^ = (cos b + i Tm b) (cos e + i fin c) (nach 430) 

«i cos (b + e) -f i fin (b + c) (nach 426) 

= c^^« (nach 430). 

9. Es fei a der potitive Werth und p der dchte Winkel 

▼M a, alfo a^stf^i*, fo ist 

aV = (o€P)*(a€P)* = aV^d««p^ (nach43i) 

= Ä*+*€P^6po=Ä^+*«P^-^>« (nach Beweis 1) 

_ ab+efi(wc)p _ (a€P)b+c (nach 431) 

.4d3. Wenn a eine beliebige Grösse, b und c reell find, 
fo ist 

Cew^efs wie in 190. 

Anm. Die übrigen Gefetze des Potenzirens gelten nicht mebr 
aUgmeio Kir konpiexe Baien, £0 9. B.'gÜ|; der Safe, dass iban ein 
Pro^u^t potenzirt<, intern ii^an die Faktorep pqtemjjrt, für giebroclL«^ 
Tien Exponenten nof dann, wenn die Summe der ^^nkel der kom- 
plexen Bafen zwischen 7Z und -r 7t lipgl;. Ist dagegen diefe ße- 
dingung nicht erfüllt, fo Ist 

irt^(alf)*t=i5eW^«, ' 

.wo die lechte Seile /für gebrodteneit fr nicht gleiph 1 ist. 
\t8^ ' 6* 3SS cos X + i fiü X. 

Beweis m» 4M; wenn a^ li tind p =3= t gefetzt 
werden. 

435* C0I5^==— -^ * 

436. finx = ^ ^ . 

Beweis zu 435 unci 436. Es ist nac1i^434 
' • cost^4-irmx = f*' 

tmd^ wenn man — jc »tattt fetÄt und- "bedenkl, ffass eos*(— x) 
= cos X, fin (— x) = — fin X ist, 
cos X — i fin X = €-\ 



ladsin «M.diefe beiden ^laiohuftgeii addin und die^Samme 
mit 2 addirt, erhalt man 

und indem man die untere nm der oberen fiihtrahirt und den 
Rest mit 2i dividirt 

Anm. Es lassen fich alle diefe und ftlinliclie F<pd^eln, .ifolehe 
imagin&re Grössen enthalten, durch Figuren in der £)b^e dar- 
stellen, wenn man eine Strecke von bestimmter Länge und Ricjitung 
gleich 1 fetzt, diie ibit ihr gleich* lange aber Tenkrecht darauf 
stehende Strecke gleich i fetzt, und unter der Summe zweier 
dtr«c)feen Ton gegebener Llln'ge und Bichttmg diejenige Strecke Tcr- 
steht, welche, jUac^dem ma^ die gegebenen. ,StreckAii «tet^[ anein- 
andergelegt ha.t, yon dem Anfangspunkte der ersten zu^i.Endpnnkte 
der letzten fiihrt. 

431. Der pafltive Werlh (c) von 
Ä^P + b««, 
wo a, b, p, q reell find, und e die frühere Bedeutung hat, 
ist- gleich 

Fa^ + 2aboos(t — q) + b^ 
Bewei«. r. . 

a^P + b€^ =a(cos ^ + i fin p) -f bCcos q + 1 fih q) ^ (nach 434) 
=a cos p + b cos q + i (afinp -{- bfinq). 
Alfo ist das Quadrat des ppfitiven Werthes (c) ^iefer 
Sumime 
o»=(acosp+l)Cpsq)*-f(anhp + bfinq)^ ' (haöh 415) 
=«=ä^(cos^p -f fin^p) + 2ab(cosp cosq + finp finq) 4- 
j b^(cos*q + fin^q) 

=a» + 2abcos(p-q)4-b« 
letzleres nach bekannter Formet der trigonöinelrie,' 

Arim: Geothetrtöch gededtet, ist diefef Satz''iden tisch 'ifÄt dem 
erweiterte PytlÄfohi». «■ 

438. Die Sitze in S/;17 und ^ 18 gallM i^ah/.wenii 
die Balerf l^oaiptoxe Grtoiifi find. • 

Beweis 1. Es kommt zunächst darauf an, den Satz 803 
zu verallgemeinern. Es feien zu dem Ende ae^ und b£^ zwei 
komplexe Ckrössen^ a und b ihre poDtiven Werthei und a < a, 



b</}» fo i»\ w 9HBig9Pv ^^ ddP pofiliye Werth e yob aff^+bf« 
kleiner «Ifi a + ß fei. Nach 437 ist 

o=:Fa* + 2abcos(p — q) + b^ 
Dierer Werth kann nicht grösser als a + h fein. Denn 
wfire dies dar Fall^ fe wlüpe aaeh 
c^ > (a + b)», d. h. 
a* + 2ab cos(p — q) + b* > a* + 2ab + b^ alfo 2ab cos(p— q) 

>2ih, i. h. 
cos{p — q() > 1 
was unmöglich ist, alfo ist c = < a + h ^ « + i?« 

2. Für D^ehr als 2 Grössen ist der Beweis wie in No. 
303, 4. 

3. Aus dem Satze 303 folgten in Verbindung mit den 
früheren Sätzen alle übrigen Sätze in $. 17 und §. 18, alfo 
da jene Sätze für komplexe Bafen erwiefen find, fo gelten 
auch diefe letzteren in diefer Erweiterung. 

439.^ Aufgabe. Die Potenz mit jmagioArem Expo- 
nenten se;u delnirea. 

Aufl. Es kommt darauf an, (ae^)^*^ zu definiren, wo 
«> P> 4> r reell, f = cos 1 -f i fin 1, a pofitiv und p ein achter 
Winkel ist. Zunächst kann man annehmen, „mit q + ri poten- 
zlren heisre, n^it q und ri einzeln potenziren und die Potenzen 
multiplicire9.* Alfo 

1. (atP)«+"==(a€P)<i.(afP)ri. 

Der erste Faktor ist schon definirt, alfo kommt es auf 
di^ Definition des zweiten an. Es fei wieder angenommen, 
„mit ri potenziren heisse^ fortschreitend mit i und r poten- 
ziren.* Alfo 

2. (a£P)" = i:(a€P)']'. 

Wird nun (a^P)' als eine komplex0 Grösse definirt, fo 
ist auch deren r-te Potenz definirt« Es fei für die Definition 
von (ofP)' angenommen, „a«P mit i potenziren heisse, die 
Fakloreti potMEiren* u^d ^mit p Jind i fi»rtsohiteiteiid poten- 
ziren, fei dasfelbe wie mit j und p fistrlschreitwid polenz^iren;* 
dann wird 

3- (a«py=F=«i(fi*p. ' • 

Somit müss die i*tc Poton« von e und voa^Iner beliebigen 
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pontiven Zahl definirt itarden. Ei fei>a von 1 versehieden 
und Tei a^ gleich eincir beliel)i9^n komplexen ..Grösse f +m 
gefeUi; .fo muss^ wenn man statt i auch — i lenzen darf, 
a~' = y — zi Tein. Hultiplicirt paan di^fe beiden Ausdrücke 
mit' einander, fo erhält man 

rf . a-5 = (y + Bi)(y _ si) = yi + j^ (nach 421). 

Nehmen wir an, dass den fonstigen Gefetzen des Poten- 

zirens gemäiss^-«^ •«"•*=;: a^**, 'd, h. =a®=3l fei, foix.wird 

y> 4. 2^ = 1, ^atfo y -F zi, d. h. of, eine komplexe Einheit 

(nach 415), alfo in der Form e"^ darstellbar (nach 423). Setzen 

wir dann €^=±=0, fo wird «*=(a^)*=r(a*)^ (nach Annahme 3) 

= (f^)^, da a*=e' angenommen ist; aber (^s^y — e. Somit 
ist dann e eine podtive von 1 verschiedene Zahl, welche die 
Eigenschaft hat, dass \ , 

4, e* = ^ ....... ;. . •.-.,. 

fei. Damit ist dann auch a' definir^, da jede pofitive Zahl a 
als Potenz einer geg^enen von 1 verschiedenen pbfitiven 
Zahl ^ auf^efass^ werden, kann* Denp wenn a==a* ist, fo 
wird 0} = (e*y = (e*)* (nach Annahme 3), == €* (nach An- 
nahme 4). Es bleibt nur übrig €^ zu defipiren. Hierfür ge- 
nügt es anzunehmen, dass (e*)';= e^*^ fei; denn dann ist 

€i = (eiy=e»* = e-i = — , alfo 

5. €i=-:i-. 

e ..••.. 

Alles zurammengefasst: ^ 

,,Wenn e die (pofitive) Zahl ist, welche mit i j)otenzir^ 
€ giebt, und b zwischen n und — n liegt, fo ist 

oder auch 

Schwieriger ist die numerische Berechnung von e, und 

es foll diefelbe hier der Kürze wegen naek €lMr tv^iger 

strengen Methode Msg^fuhrt werden. Es isit (nach Annahme 5) 

1 — i-i 1 

€» = — , alfo «-» = e, oder da — i = — : — = -r- ist, to 

haben wir 



e = fi* = (cos 1 + i fin 1)^= (cos u + i fin u)** 
ftr jedes beliebige ü. Nehmen wir u fehr klein, fo wird, wie 
aus der Trigonometrie bekannt ist, flnunahe = u, und cosn 

nahe = 1, alfo e nahe =(1 -j-iq)*« = (l +ii)'', wenn man 
iu =7 XI fetzt. Entwickelt man dies nach dem Binomium , fo 
erhftlt man 

c'h-^-+t-+ Kt-'> '+ 4(t-'X^-'> +-- 

1-2 1-2-3 

=Hi+-i:2-+ 1:2:3 — +••• 

WO P eine steigende Potenzreihe von n ist. 

Nun war aber e nur annftherungsweife r= (1 -f- n)*^ 

und zwar genau dlefem Werthe gleich nur, wenn u = 0, 
d. h. n = wird, alfo dann 

Die Berechnung ergiebt 

6. e = 2,718281828. 

Frage. Welche Gefetze des Potenzirens gelten für ima- 
ginftre Exponenten noch allgemein? und welche bedürfen einer 
Aenderung? Wie wandeln fleh die Formeln 434-436 um, 
wenn man e' statt b einführt? 

^§. 25. Höhere Öleichungen. 
J&AO. Die Gleichung 

hat B Wurzeln, nftmlich 

n n 

wo a die ganzen Werthe von bis n — 1 haben kann, d. h. 
die Wurzel ist eine komplexe Einheit, deren Wiqkel einer 
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derjenigen Winkel ist, welche n Strahlen, die von einem 
Punkte ausgehen und den ganzen Winkelraum in n gleiche 
Theile theilen, mit einander bilden. 

Beweis. Es fei x eine beliebige komplexe Grösse ^^a^^, 
wo a pontiv und p = tt bis — jt, fo folgt aus der Gleichung 
x"=l 
l = (aeP)» = a"fP", 
alfo (nach 43i) 

a* = 1 , pn — 2m = 0, 
letzteres, da der ächte Winkel von e^^ gleich fein muss; 
alfo ist (nach 425) pn entweder oder unterscheidet fich von 
um eine ganze Zahl von Winkelräumen. Aus der Gleichung 
a^==l folgt, da a pofitiv ist, (nach 253) a = l, und aus 

der zweiten folgt pf = — , dies eingefetzt in den Werth 

von X giebt 

Umgekehrt erfüllt jeder fotebe Werth statt x gefetzt, die 
Gleichung 

x»=l, 
ist alfo Wurzel diefer Gleichung. Da x wieder denfelben 
Werth annimmt, wenn der Exponent von ^ um 27r, d. h. a 
um n wächst, fo liefern die Werthe a = bis n — 1 die 
fämmtlichen Wurzeln. 

441. Die Wurzeln der Gleichung 
x'» = a€P 

find 

x = a"^e *» , 
wo a jeder der Werthe 0, 1, 2-'''n — 1 fein kann. 
Beweis ähnlich wie in 440. 

442. Jede Gleichung n-ten Grades hat mindestens eine 
Wurzel. 

Beweis. Es fei A = diefe Gleichung, wo A ein Aus- 
druck n-ten Grades von x ist; es ist zu zeigen, dass es alle- 
mal einen Werth von x giebt, fei er reell oder imaginär, 
welcher der Gleichung genügt. 

13 
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Ich zeige zuerst , dass, wenn f&r irgend einen Werth x 
der Ausdruck A, alfo auch fein pofitiver Werth, noch nicht 
null ist, ich stets x fo ändern kann, dass der podtive Werth 
von A, welcher mit a bezeichnet Tein mag, kleiner wird als 
er war. Hieraus würde dann folgen, dass der kleinste Werth 
von a nicht von Null verschieden fein kann, dass er alfo Null 
fein muss, und da unter allen Werthen, welche a bei be- 
liebigem X annehmen kann, doch einer der kleinste fein muss, 
fo wird dann bewiefen fein, dass es Werthe von x geben 
muss, für welche a, und alfo auch A gleich Null wird. 
Man fetze alfo in A überall x -f y statt x, und gehe dadurch 
der Ausdruck A in B über. Jedes Glied von S lässt fleh dann 
nach dem Binomium (329) in einer nach y steigenden Potenz- 
reihe entwickeln, deren erstes Glied gleich dem entsprechenden 
Gliede von A ist; fnbtrahirt man daher A von B, fo erhält 
man eine nach y steigende Potenzreihe, in welcher noth- 
wendig das erste Glied (der Koefficient von y^) null ist. Es 
können auch unter Umständen eins oder mehrere der folgen- 
den Glieder null fein. Das erste Glied was nicht null ist, fei 
CyP, wo p alfo > 0, und die folgenden Glieder höh^e Po- 
tenzen von y enthalten, alfo 

B — A = CyP + 

Setzen wir, um die poiitiven Werthe einzuführen, 
A = a€», 'B = ß€\ C = Y^% y = ue% 
wo a, j9, 7, u die pofitiven Werthe, a, b, o, z die ächten 
Winkel der komplexen Grössen A, B, C, y find, fo geht die 
vorige Gleichung über in 

ß€^ — ae» = yeXxie^y -| , d. h. 

ße^ = a€» -f yxx^e^^v^ -j 

= a(cosa + ifina)+yuP[cos(c-f-pz) + ifin(c+pz)J-| 

(nach 433) 

= acosa -f yuPcos(c + pz) -j h i[afina + 

yuPrin(c + pz) + ..], 
alfo (nach 415) 

ß^=:[aoos2L + yuPcos(c -f- pz)+* •]^4- [«fina + 

yuPfin(c + p2)-| V 

= a*(cos2a + fin^a) + 2ayuP[cosacos(c + pz) + 

finafin(c + pa)] +• ••? 
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wo die folgenden Glieder scbßu höhere Potenzen voii Q, als 
die p-te, enthalten; alfo nach bekannten Sätzen der Trigo- 
nometrie 

a= a^ + 2ayuPcos(c -f pz — a) H , oder 

ß^ — a* = 2ayuPcos(c + pz — n) + • • • . 

Da nun y = u£'' ein beliebig zu wählender Zuwachs von 
X ist, airo u und z willkürlich gewählt werden können, To 
können wir z fo wählen, dass cos(c + pz •— a) = — 1 fei. 

7t I A — • ß 

Dies wird der Fall fein, wenn wir z = fetzen, 

P 
was immer möglich ist, da p ^ 0. Dann wird in der That 
cos(c + pz — a) = cos ^ = — 1 und die obige Gleichung wird 

jS^ — ct2__2ayuP+..-. 

So lange a (der peflUve Werth von A) nicht null ist, 
und auch u von Null verschieden (alfo pofitiv) angenommen 
wird, bleibt ayuP podtiv. Nun können wir (naqh 305) u stets 
fo klein annehmen, dass 2a/uP grösser wird als der pofltive 
Werth der Summe aller folgenden Glieder. Dann wird alfo 
— 2ayuP-i • negativ, alfo auch jJ* — a* negativ, d. h. 

/?* <: a^ alfo auch jJ < a (nach 242), 

d. h. der pontive Werth von B ist kleiner als der von A. 
Alfo, wenn A noch nicht null ist, fo kann man z stets fo 
ändern, dass der pofitive Werth a von A kleiner wird als vorher. 
Nun muss es aber Werthe von x geben, für die a kleiner 
wird als für alle übrigen Werthe von x. Für jene Werthe 
kann, wie eben gezeigt, a nicht von Null verschieden fein, 
d. h. muss a null fein. Alfo giebt es Werthe von x, für 
die a, d. h. der pofitive Werth von A null ist, alfo auch A 
felbst null ist. 

4L43. Es ist 

x** 4- Äix«»-* +• • • •+ a« = (x — a)(x'^-* + o^x^-^ -f,, . 

wo 

ai=ai-fa, (X2=a2+aai, a^—tLs+aOir -- * a^—2L^+€Ux^^t 
ist. 

Beweis. Führt man die Multiplikation auf der rechten 
Seite aus, fo erhält man 

13* » 
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X»-» + OlX"^' + ««.«""' + • • + 0.-1 



X — a 








x» + a, 
— a 


-aoi 


X-» 4- «.-1 

— «Oa-J 


X 

-oa„-i. 



Es ist aber ai — a = ai , «a — aai = a2 , • * • «n-i — «a^,^ 
= aa-i und «tt — aan_i=au, alfo ist 
(x-aXx»-* + «ix!»-^ + • • . a^O + a^^^x'^ + a^x-* + • - • 

+ a^-ix + a^. 
Anm. Man kann den Beweis auch fortschreitend fähren, indem 
man die Diyifion' auf der linken Seite ausführt , z. B. für n = 4. 

4414. Wenn x=:a eine Wurzel der Gleichung 

x» + aixl^*+---- + a^ = 
ist, To ist 

x» + aiX»-^+. • • +a«=(x-fltXx'^'+aix"-' + • • • +««-»), 
wo Ol, • • • a^.-! die Bedeutung wie im vorigen Satze haben; 
d. h. es Iftsst fich dann x* + aiX"^^ + • : • + »n durch x — a 
ohne Rest dividiren^ und der Quotient ist ein Ausdruck (n — l)-ten 
Grades. 

Beweis. Denn wenn man die Werthe a^, «j, ••• 0^ 
nach der Reihe berechnet, fo erhält man (nach 443) 

aj=a + ai, o^ =a^ + aai +a2, a^'=a^ + a%+fX9^+a^ 
u. f. w. und endlich 

a„ = a» + aia'»-^ + a2a'»-^ + --a^. ' 
Da nun a statt x gefetzt, der gegebenen Gleichung ge- 
ntigt (nach Hypoth.), fo ist 

a» + aia»»-* + • • • + a^ = 0, 
d. h. a^ = 0, alfo (nach 443) 

x«+aiX*-*+ . • . +a,=(x- a)(x»-i+axx'^-*+ • • • +«n-i). 

445. Jeder Ausdruck n-ten Grades von der Form 
x» + aiX«-^+--.. + a^ 

lässt fich als Produkt von n Faktoren von der Form x-^a 
darstellen. 

Beweis folgt aus 442 und 444 durch wiederholte An- 
wendung. 

446. Jede Gleichung n-ten Grades hat n Wurzeln (von 
denen jedoch auch mehrere einander gleich werden können). 

Beweis. Es fei 
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X» + «1 1"*- ^ -f +an = 

die gegebene Gleichung. Die linke Seite Us8t fleh (nach 445) 
als Produkt von n Faktoren der Form z — a darstellen; es 
feien x — 04, x — «2, • • • • x — a^ <Jiefe Faktoren, fo hat man 

(x ~ ai)(x — Oj). . . .(x — o^) = 0. 
Ein Produkt ist nur dann null, wenn einer feiner Fak- 
toren will ist, alfo entweder x — «1=0., oder x — Oj = 
u. f. w. , d. h. X entweder = «i , oder = «2 w. f« w- > oder 
endlich =sr.aj^, \ 

ääT. Wenn a^, 02^'^ ^'^ Wurzeln einer Gleichung 
x» + aiX»-'*+---+a„ = 
find, fo ist 

x'^-t:aiX»-*+- • • +aa=(x-cHXx— «3). • -{x — aj. 
i Beweis aus 445. 

448. In einer Gleichung n-ten Grades 
I X"— aix'^-^ + aaX'^-^ =0 

ist die Summe der n Wurzeln gleich ai, die Summe der 
I Produkte je zweier derfelben =^2) die Summe der Produkte 
I je dreier derfelben = aa u. f. w. , die Summe der Produkte 
von je r derfelben =ar. 

Beweis. Denn wenn die Wurzeln a^, Ö2,«-«-a^ And, 
fo ist (nach 447) 

x'-aiX'^-^+aax''-* =(x-aj(x-a2)- • • -(x- a„). 

Entwickelt man die rechte Seite nach Potenzen von x, 
fo erfolgt der zu erweifende Satz. 

449. Wenn in einer Gleichung n4en Grades mit reellen 
Koefficienten a -f bi eine Wurzel ist, To ist auch a — bi eine 
folche. ^ 

Beweis. Es fei A==0 die gegebene Gleichung, wo A 
ein Ausdruck |ist, d^r x enthält. . Setzt man a + bi statt x, 
To verwandelt lieh A (nach 428, 418, 416) in einen Ausdruck 
der Form B + Ci, und wenn man a — bi statt x fetzt, in 
B — Ci. Wenn nun a + bi eine Wurzel der Gleichung ist, 
fo muss B -I- Ci = fein, d. h. (nach 415), B = 0, C = 0; 
dann ist alfo auch B — Ci == 0, d. h. auch a — bi ist dann 
eine Wurzel der Gleichung A = 0. 
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450. Wenn man in einer Gleichung & Grades 

statt der Unbekannten x eine neue 7 einführt, welche mit 
X durdi die Gleichung 

verbunden ist, d. b. welche gegen x um den n*ten Theil des 
zweiten Koef&cienten (des Koefficienten tor x'*'^) vermehrt 
ist und dann die Gleichung nach y einrichtet, fo ist der 
Koefficient des zweiten Gliedes in der Ta erhaltenen Glei- 
chung null. 
Beweis. 

J——J =ai(jr-'* ) rsaiy"^-* , 

alfo 

x"4-aiX»-iH =y»4-0.y'^-i + .... 

451. Wenn in der Gleichung dritten Grades 
x«-3px = 2q, 

in welcher das konstante Glied nicht null ist, 

ist, To findet man einen reellen Werth z durch die Formeln 

(a) r = F?^=^ 

(b) u='FiT? 

(c) y=^y^^=~r 

3 3 

(d) x=vi + y=fiT^ + yi^^r, d.h. 

3 ^ __ _ 

Die beiden andern Wurzeln flnd dann imaginär, nämlich 

(e) X = J- + i(u - v)fin ^^ 

wo n die Werthe 1 und 2 annehmen kann. 
Beweis. Man Tetze 
(d) x = u + v, 
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To ist 

x«=(u + yy=u^ + 3u*v +• 3uv* + v^irru'+vS+auvCu+v) 

= U^ + V^ + 3UYX. 

Setzt man dieren Wertb in die gegebene Gleichung für z^ ein, 
fo erhält man 

u» + ys + 3x(uv — p) — 2q. 
Da zwischen den Grössen u und v nur eine Gleichung 
(d) angenommen ist, To kann man noch eine ziveite Gleichung 
zwischen ihnen willkürlich aftnehmen, wir wählen dazu die 
Gleichung 

* UV — p = 0, 
durch welche die vorige Gleichung üch auf 

«♦u^ + v« = 2q 
reducirt, während die Gleichung (*), nachdem man — p auf 
die rechte Seite geschafft und mit 3 potenzirt hat, die Form 
annimmt 

*** u^v^ = p^ 
Aus diefen beiden letzten Gleichungen erhält man die 
Unbekannten u^ und v^ nämlich 
u® = q + r 
v^ = q--jS_ 
wo (a) r=p^q^ — p^ 
Alfo wird 

(b)u=Ff+i 

(c) v=Fq^. 
Um die imaginären Werthe zu finden, hat man nur die 

obige Gleichung u^ = q + r allgemein aufzulöfen. Dies giebt, 

3 3 

wenn man Fq + r> wie oben, mit u, J/q — r mit v bezeich- 
net und die allgemeine Wurzeln mit u^ und v^, (nach 441) 

anJT 

u' = ue ^ , 
wo man statt n nach und nach die Werthe O3 1, 2 fetzt. Da 
nun aus der Gleichung (*) 

u' 
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ist, fo wird 

u 



21^ 



Aber 
u 



FqFTr 



-1/ p^ ^T/ p^(q-r) 

~r q + r J^(q + r)(q-r) 



Da (aus a) q^ — r' = p^ ist. Somit wird 

3 2n7y anfg 

v' = 'p'q — w"^ • = ye" * (nach c). 
Airo da x' = u' + V ist, fo wird 

x' = U6 ^ + vfi"" * 

= (u + v)cos -s — h i(u — Y)rin-ö- (nach 434). 

Die beiden imaginären Werthe gehen hervor, wenn man 

hier dem n die Werthe 1 und 2 giebt, während der Werth 

n = den oben angeführten reellen Werth liefert. 

17» A ' A 2n7F 27r .„^ . 2nn 

Für n = 1 wird -^ = — = 120 ^ und cos -x— = cos 

(120 0) = — cos 60 = ~ — ; denfelben Werth nimmt cos ^ 

» o 

2]i7ir 47r 

für n = 2 an. Denn dann wird cos -ö-- = cos ^ =± cos 240 ^ 

= cos (— 120 ^ = cos 120 « = — y. Alfo ' wird in beiden 

Fällen 

. u + V , . , ^ .. 2nn: 

x' = ^ + i(u-~^v)fm-g-. 

Dies giebt für n = 1 oder 2 nothwendig imaginäre Werthe. 

Denn feilten fle reell fein, fo müsste, da fin— x- in beiden 

Fällen ungleich null ist, u — v gleich null, alfo u = v fein. 
Somit würde auch u' = v^ alfo (nach b und c) q + *"= q — r> 
d. h. r = 0, alfo (nach a) q^ = p^fein, was gegen die Hypo- 
thefis streitet. Dass die gefundenen Werthe in der That der 



gegebenen Gleichung genügen, folgt dfiraus, dass man das 
Verfahren, durch welches man jene Werthe abgeleitet hat, 
überall umkehren kann. 

Anm. Man nennt diefen Satz nach feinem angeblichen Erfinder, 
Hieronymus Cardanns, die cardanische Regel. 

492. Wenn dagegen in der Gleichung 
x^ — 3px = 2q, 
in welcher das konstante Glied nicht null ist, 

ist, fo flnd die 3 Wurzeln reell, und durch die Gleichungen 

(a) rin3y = ]/|^ 

(b) x = -2F7nny 

bestimmt. Wählt man für 3y den in den Tafeln stehenden 
(spitzen) Winkel, fo werden die beiden andern Werthe 

(c) X' = - 2F7Bn(y + 120 «> 

Beweis. Aus der Trigonometrie fetzen wir als bekannt 
voraus die Gleichung 

* rin3y = 3finy — 4finY 
Diefe Gleichung ist in Bezug auf fiay vom dritten Grade. 
Man kann daher, um die gegebene Gleichung zu löfen, fie 
auf diefe Form bringen, (o dass alfo der Koefficient der dritten 
Potenz zu dem der ersten Heb wie —4:3 verhält, Zu dem 
Ende fetzen wir 

x = ua 
und betrachten z als neue Unbekannte, fo erhalten wir 

(uz)^ -^ 3pUÄ =s 2q, d. h^ u^z^ _ 3puz = 2q; 
alfo ist u fo zu wählen, dass 

u*: — 3pu=~4:3, d. h. u*:p = 4:i 
ist Das giebt u* = 4p, u = 2p^p. Diefer Werlh in die 
Gleichung x = uz eingefetzt, giebt 

**x=2Fp"z, 
und diefer Werth in die gegebene Gleichung eingefetzt, giebt 

4F^x»-^ 3T^£ = q, d. h. 4i»^3i = |/-4!. 
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Setzt man nun 8=^— -liny, fo erhUt man 



3finy-~-4fin«y=l/-^. 
Die linke Seite ist (nach *) = fi^3y, alfo 

(a) nn3y = ]/|t 

was allemal möglich ist, da. p* > q^ alfo \ ein achter, pofi- 

tiver Bruch ist. 

Ferner den Werthz = — finyin die Gleichung (**) ein- 
geführt , giebt 

(b) x=~2Fp'finy. 

Hat man nun (aus der Gleichung a) 3y als den Winkel 
bestimmt, wie ihn die Tafeln unmittelbar geben, fo kann man 
auch statt 3y fetzen 3y + n360^, da alle trigonometrischen 
Funktionen diefelben bleiben, wenn man den Winkel um eine 
gnms Anzahl von Winkelrftumen vermehrt. Diefer Werth fei 
mit 3y' bezeichnet, alfo 3y' = 3y +n-360^ oder 

y' = y-|-nl20^ 
Alfo x^ = — 2y7rm (y + n- 120 ^. 

Setzt man hier n = 0, fo erhftlt man den obigen Werth z. 
Man kann nun noch n etwa = + i und =± — 1 fetzen, To 
erhftlt man 3 verschiedene Werthe von x, und mehr Wurzeln 
hat (nach 446) die Gleichung nicht. 

4193. Wenn endlich in der Gleichung 
x^ — 3px = 2q 
q2 = p«^ ist, fo ist x entweder =:2u oder =-^u, wo 

3 

u rrrp'qarsp^ist, uud der zweite Werth von x (nämlich 
— u) zwei Wurzeln vertritt. 

Beweis. Man kann Hch zum Beweife fowohl der For- 
meln 451, als auch der Formeln 452 bedienen. Die letzteren 
geben fogleich die 3 Wurzeln, indem nftmlich dann rin3y = 1, 
alfo 3y = 90 % y = 30 ® ist. Das giebt x = — 'FT= — ^> 
und x' =2 — 2^ p'rin(30 ^ + 120). Wählt man hier das Zei- 
chen +, fo wird nnl50<> = fin30<> = -^, und alfo x'=-Fr 
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wie vorher. Wählt man aber das Zeichen — , fo wirdfin(30' 

— 120^ = nn(~ 9O<0 = - 1 und alfo x = 2^ p~= 2u. End- 
lieh kann man auch direkt nachweiren, dass 

(x + u)(x + u)(x-2u)=x«— Su^x— 2u»=x»— 3px — 2q 
ist. 

454. Zwei Gleichungen höherer Grade . durch 2 andere 
zu erretzen, von denen die erstere eine der Unbekannten nicht 
mehr enthält. 

Auflöfung (durch Divilion). Es feien 

(a) A^x'^ + ax*-^ + bx»-> +. . •. =0 

(b) At =xP + SixP-^ + bixP-» +. . . . =0 

die beiden Gleichungen, wo a, b, - * • ai, bi, • • • Ausdrücke flnd, 
welche die übrigen Unbekannten, aber nicht mehr x enthalten^ 
und zwar fei n = > p. Man wende dasfelbe Verfahren wie 
bei der Auffuchung des grössten gemeinschaftlichen Masses 
zweier Zahlen an, nämlich man dividire mit Ai in A fo weit, 
bis der Rest von niederem Grade wird als der Divifor, divi- 
dire ebenfo mit diefem Reste in den vorigen Divifor und fo 
überhaupt mit dem jedesmaligen Reste in den vorigen Divifor, 
bis endlich der letzte Rest nicht mehr x enthält; der letzte 
Rest fei Arm der letzte Divifor Ar« fo find 
(c)A, = 
(d) A,ti = 
zwei Gleichungen, welche die ursprünglichen beiden erfetzen 
und von denen die letztere nicht mehr x enthält. 

Beweis 1. Wenn die beiden Gleichungen (a) und (b) 
zugleich stattfinden foUen, fo heisst das, es muss mindestens 
einen Werth von x geben, der beiden zugleich genügt. Es 
fei x=k ein folcher Werth, der den Gleichungen A = und 
A| = genügt, fo müssen (nach 444) A und Ai durch x "— k 
theilbar fein. Nun hatte man mit Ai in A dividirt. Der 
Quotient fei Q und der Rest A2, fo ist A — AiO^Aj. Da 
nun A und Ai durch x — k theilbar find, fo ist auch A — AiO 
durch X — k theilbar, aKo auch A2. Folglich find Ai und A2 
durch X -- k theilbar. Aus Ai und A2 gehen aber A2 und A3 
auf gleiche Weife hervor wie jene aus A und Ai, folglich 
find auch Aj und A3 durch x — k theilbar u. f. w., alfo endlich 
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ftuch Ar und Arfi- Aber An-i enthält kein x mehr; Toll es 
alfo X — k zum Faktor haben , To muss der andere Faktor 
null) alfo auch 

(d)Arti = 
rein; und da ferner Ar den Faktor x — k enthält, fo ist x = k 
eine Wurzel der Gleichung 

(c)Ar = 0, 
d. h. alle Werthe für x, welche den Gleichungen (a) und (b) 
genügen, genügen auch der Gleichung (c). Alfo wenn die 
Gleichunge.n (a) und (b) erfüllt werden, fo müssen auch die 
Gleichungen (c) und (d) erfüllt werden. 

2. Aber auch umgekehrt folgen aus den Gleichungen 

(c) und (d) wieder die Gleichungen (a) und (b). Denn wenn 
Arfi = ist, und x = k ein Werth ist, der die Gleichung 
Ar = erfüllt, fo ist Ar durch x — k theilbar. Nun war aber 
nach der Auflöfung 

Arfl = Ar-l — Ar Orl, 
alfo Ar-l = Arfl + Ar Or-l , 

oder da Ar durch x — k theilbar ist, und Arti null ist, fo ist 
auch Ar-l durch x — k theilbar; alfo Ar und Ar-i; auf die- 
felbe Weife aber wie Ar-i aus A, und Arti hervorging, geht 
auch Ar.2 aus Ar-i und Ar hervor; alfo find auch Ar-a und 
Ar-l durch x — k theilbar u. f. w., endlich auch A und Aj 
durch X — k theilbar, d.h. x = k ist eine Wurzel der Glei- 
chungen (a) und (b). Alfo wenn die Gleichungen (c) und 

(d) richtig find, fo find auch die Gleichungen (a) und (b) 
richtig. 

3. Alfo erfetzen fich das Gleichungspaar (a) und (b) und 
das Gleichungspaar (c) und (d) gegehfeitig. 

Anm. Es lassen fich hiemach alfo n höhere Gleichungen mit 
n Unbekannten schliesslich (wenn nicht die Unbekannten schon früher 
verschwinden) auf eine höhere Gleichung mit einer Unbekannten 
zurückführen. 

4iS9. Aufgabe. Zu einer Gleichung 

X» + aix*"* + Äa^"*-/ H + aa = 

eine andere zu fuchen, deren n Wurzeln die Quadrate von 
den n Wurzeln der gegebenen Gleichung find. 

Auflöfung. Es fei y die Unbekannte der gefuchten 



«■•> 



SOS 



Gleichung, fo hat man y = x', alfo x = 7 . Substituirt man 
diefen Werth von x in der gegebenen Gleichung, To er- 
halt man 

n ■ n— 1 n— » 

y*+aiy* +ajy* H f-»n = 0, 

n 11— a n— l «—3 



oder 



y * + »jy ' H — = — «lY 



»sY 



Erhebt man beide Seiten diefer letztwen Gleichung aufs 
Quadrat, um die gebrochenen Exponenten wegzuschaffen, fo 
erhSit man 



y°+2a,y»-'+»J 



y»-H2«h»4'y 
+ 2% 



'-l-al 

-|-2»aa6 
+ 2a8. 



jH-4 



+ ■ 



a;y»-»+2a,a3 



y-^ + a; y»-» + 2a3a5 
4-2a,a5 +2aiat 

Alfo ist die gefachte Gleichung folgende: 



tU— 4 



+• 



0=y«- 



,11-1 



+»: 



yn— 2 o* 
»3 



irn-3 



+a! 



'+• 



+ 2aii — 2aia3 +2a2a4- — 2a3as 
4-2a4 — Zaias' +2a2ag 

+ 2as I — 2aia7 
+ 2a8 

Anm, Aus diefer Gleichung geht wieder i^mgekehrt, wenn 
man statt y feinen Werth x^ fetzt und die Operationen rückwärts 
verfolgt, entweder die gegebene Gleichung felbst hervor, oder die- 
jenige Gleichung, die man aus der gegebenen durch abwechfelndes 
Unverändert lassen und Umkehren der Vorzeichen erhält. 

456. Aufgabe. Den Näherungswerth einer Wurzel 
einer algebraischen Gleichung zu verbessern (Neuton'sche 
MelkMie). 

Aüflöfung. Es fei 

x«^ + Six»-* + aax«»-» +• • • + aa==0 
die gegebene Gleichung und c der Mftherungswerth einer 
Wurzel. Man fetze x = c + z, fo wird 
0=(ef zr+»i(c+-z)»-^+a2(c-fz)»'2+- • • +a„.i(c+l)+an 
=0^ + ajc»-^ + a^C^-^ + • • • + a„ +«(no'^-^+ (n— l)aic-"^ 
+ (ii-2>2C"-'+--an-i) + ---' (nach 329) 

wo die folgenden Glieder höhere Potenzen von z enthalten. 
Wenn nun z fo klein ist, dass die Glieder mit diefen höheren 
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Potenzen gegen das Glied mit der ersten Potenz za vernach- 
lässigen find, fo kann man als nächste Annäherung 
0=c» + aiC^-*+ a2c'^-2+ . . . + a„+ z[nrf»-^ + (n - l)aic^-^ 

fetzen und alfo 

c'>+aic'>- ^ +a2c'^-'+- - + a^ 

«- nc«-^+ (n -. l>iC»-*+ (n- 2)a,c'^-^+ • • • + a,_r 
Dann ist die nächste Annäherung c + z; und man hat 
dann die Probe zu machen, ob c-f-s» ^^^^ ^ gefetzt, den 

Ausdruck x" + aix**^^ -j der Null näher führt, als der 

Werth e. Ist dies der Fall, fo kann man die vorige Methode 
aufs Neue anwenden , indem man jetzt den gefundenen Werth 
c + z statt c fetzt und ihn aufs neue verbessert. Durch 
Wiederholung diefes Verfahrens kann man dann den Werth 
fo genau finden, als man will. 

Anm. Wenn Heb die höheren Potenzen nicht yernachlässigen 
lassen (was dann der Fall ist, wenn es 2 Wuraeln giebt, welchen 
der Näherungswerth c gleich nahe oder fast gleich nahe liegt), fo 
mass man die Gleichung in i weiter entwickeln , und znächst einen 
Näherungswerth von x zu bestimmen fachen, welcher diefer Glei- 
chung genügt. 

457. Aufgabe. Die pofitiven Werthe der Wurzeln 
einer Gleichung zu finden. (Methode von Gräffe.) 

Auflöfung. Man leite aus der gegebenen Gleichung 
(nach 455) eine neue Gleichung ab , deren Wurzeln die Qua- 
drate von den Wurzeln der gegebenen Gleichung find, auf 
diefe Gleichung wende man dasselbe Verfahren an u. f. w. 
Hat man z, B. dai$ Verfahren 10 Mal angewandt, fo gelangt 
man zu einer Gleichung, deren Wurzeln die 1024-ten Potenacen 
von den Wurzeln der gegebenen Gleichung find. Angenommen 
nun, die gegebene Gleichung habe a Wurzeln, deren pofitiver 
Werth a, b Wurzeln, deren pofitiver Werft ß fei, u. f. f,, 

fo dass alfo a + b H = i^ (A^^ Grade der Gleichung) ist, 

und zwar fei a>ß, ß^Yy •••• Hat man dann eine Glei- 
chung abgeleitet, deren Wurzeln die p-ten Potenzen von den 
Wurzeln der gegebenen Gleichung find, fo hat diefe abge- 
leitete Gleichung a Wurzeln, deren pofitiver Werth o^, b 
Wurzeln, deren pofitiver Werth ß^ ist u. £, vf. Nu» wird 



man p stets fo gross wühlen können, dass die Quotienten 

ßV yP 

-^. ^* • • • kleiner werden als eine verlangte Gränze, z, B. 

(S\P aP 

^ J <: 10-3, d. b. — 

>^0^ fo hat manp(log.a--Iog./J)>>3, d. h. p> ^^g^_^^^^ . 

Haben wir alfo p hinlänglich gross gewählt, To wird in der 
bcabrichtigten Annäheri^ng /?p gegen op vernachlässigt werden 
können, ebenfo yP gegen ß^ u. f. w. Nun ist (nach 448), wenn 

= 7*^ — CiY'^-i + Cay'*-*-: 

die abgeleitete Gleichung ist, Cr die Summe der Produkte aus 
je r der Wurzeln, namentlich enthält o» das Produkt der a 
Wurzeln, deren pofitive Werthe =aP find. Wes Produkt ist 
oP*, denn wenn u + vi. eine Wurzel der gegebenen Gleichung 
ist, deren pofitiver Werth a ist, fo ist auoh (nach 449) u — vi 
eine Wurzel der Gleichung; es ist aber dann (u + vi)(u — vi) 
=:a^ (nach 421), Hieraus folgt alfo, dass das Produkt der 
a Wurzeln, deren pofitive Werthe =a find, gleich + a^ ist. 
Aber das Produkt der p-ten Potenzen diefer Wurzeln ist (nach 
197, 428) gleich der p-ten Potenz des Produktes diefer Wur- 
zeln, d. h. gleich (p^a'^y; da aber p eine gerade Zahl ist, 
fo ist (— a»)p = (a*)P = a""^ . Die übrigen Produkte, aus denen 
Ca besteht, haben mindestens statt eines der Faktoren, deren 
pofitive Werthe aP find, einen Faktor dessen pofitiver Werth 
ß^ oder noch kleiner als ß^ ist, diefe Glieder können alfo bei 
der erlangten Annäherung gegen das erste vernachlässigt wer- 
den und es wird alfo c» fehr nahe = a*P fein. Aus gleichen 
Gründen wird Ca+i> fehr nahe a*P/3^P, d. h. == o^ß^^, c»tDtc 
= aap^bpycp^ d. h. =Cati>/J*^P, fein u. f. w. Dann wird alfo in 

der Annäherung a=Caap, ß=Q^^h, y=Q^^^^^^^, u.f. 

Anm. Leicht kann man, nachdem man die pofitiven Werthe 
aller Wurzeln gefunden hat, die fämmtlichen reellen Wurzeln be- 
stimmen; denn diefe können ihrem pofitiven Werthe nur entweder 
gleich oder entgegengefetzt fein •, durch unmittelbares Einfetzen kann 
man ermitteln, ob das eine oder das andere (oder beides) der Fall 
ist; namentlich muss eins von beiden der Fall fein, wenn es eine 
ungerade Anzahl von Wurzeln giebt , welche diefen pofitiven Werth 



w. 
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kaben; denn die Anzahl der imagin&ren Wnjneln diefer Art kann 
(nach 449) nur eine gerade fein. Hat man nun fo eine reelle Wnr- 
zel gefunden , fo kann man (nach 444) durch Divifion den Grad der 
Gleichung um 1 erniedrigen; und dann diefe Gleichung ebenfo be- 
handeln wie die fr&here, bis keine reelle Wurzel mehr bleibt. Die 
fo gefundenen Näherungswerthe der reellen Wurzeln kann man dann 
(nach 456) verbesBem. £8 bleibt alfo nur noch übrig, die imagi- 
nären Wurzeln, deren pofitive Werthe bekannt find, zu finden. 
4IS8. Aufgabe. Wenn der pontive Werth (a) zweier 
oder mehrerer imaginärer Wurzeln einer Gleichung 

X» + ax»-^ + bx«»-» -I =0 

bekannt ist, diefe Wurzeln felbst zu finden (Methode von 
Encke). 

Auflöfung. Jede Wurzel, deren pofitiver Werth a ist, 
muss (nach 423) fleh in der Form a(cos9) + inn9)) darstellen 
lassen. Es ist alfo nur q> zu fuchen. Man fetze statt x jenen 
Werth ein, fo erhält man 

a°(cos5P + ifiny)* -f aa'*"^(cos5p + ifiny)""*-! = 0. 

Entwickelt man diefe Gleichung nach dem binomischen 
Satze, fo erhall man eine Gleichung der Form 

A -)-irm9B = 0, 
in welcher A und B nur Potenzen von cos 9) und gerade Po- 
tenzen von ßnsp enthalten, und zwar ist die Summe der Ex- 
ponenten von cos 5p und fin y in jedem Gliede von A gleich 
n, in jedem Gliede von B gleich n — 1. Aus diefen Aus- 
drücken kann man noch Tin g> ganz wegschaiTen. Denn jede 
Potenz von fin 9) mit geradem Exponenten, z. B. (flny)^? lässt 
fich in der Form (finy^)? = (1 — cosy^)? darstellen, und 
letzteres giebt, nach dem Binomium entwickelt, nur Potenzen 
von cos 9). Somit werden A und B Ausdrucke, welche nur 
cos9> enthalten, und zwar wird A in Bezug auf 0059 vom 
n-ten, B vom (n'-^l)ten Grade. Da nun nach dem obigen 
A + ifinyB =0 war, fo muss (nach 415) fowohl A = fein, 
als auch finyB = 0. Da ferner die Wurzel a(cosq> + ifiny) 
imaginär fein foU, fo kann finy nicht null fein, alfo erhält 
man B = 0. Setzen wir noch cos 9)=«, fo hat man 2 Glei- 
chungen der Form 

A = «'» + aiz'*-^ + aja"-' +• • • =0 und 

B = z»-i + biz'^-^ + baZ"^-' 4- . . . = 0. 
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Durch wiederholte Diviflon erhftlt man hieraus nach der 
Methode in 454 eine Gleichung, die im Allgemeinen vom 
ersten Grade fein wird, aber auch zu höheren Graden an- 
wachren kann, und deren Wurzeln die ßmmtlichen Wertbe z 
liefern, welche den Gleichungen A = und B = genügen. 
Da z==cos^ nach der Annahme reell ist, fo lassen fich diefe 
Wurzeln (nach 457) fämmtlich finden. Ist aber cos y gefun- 
den, fo ist damit der ächte Winkel ^ tp gefunden, und damit 
auch die imaginären Wurzeln a(cos y + i fin y) und a(cos y 
— i fin 5p). 



*§. 26. Eettenbrüche. 

459. Erklärung. Ein Ausdruck 

a + b^ 
b+^ 

c+..., 
in welchem ai, bi, Oi, • • •, a, b, c, • • • ganze pofitive Zahlen 
find, heisst ein Eettenbruch, ai, bi, Ci, ••• feine Zähler, 

a, b, c, • • feine Nenner, — , -r^, — , • • • feine Partialbrüche 

. a D c 

(die man jedoch nicht heben oder erweitern darf); d. h. einen 
Kettenbruch erhält man, indem man von einem Bruch aus- 
gehend zu dem jedesmaligen Nenner einen neuen Bruch addirt, 
bis man endlich mit einem letzten Bruche abbricht. Der 
Kettenbruch heisst ein ächter, wenn feine fämmtlichen Zähler 
gleich 1 find. 

Anm. Man gewinnt nichts an Allgemeinheit, wenn man zu 
dem Kettenbruche, wie er oben definirt war, noch eine ganze Zahl 
p hinzuaddirt. Denn der fo erhaltene Ausdruck ist der reciproke 

1 
Werth eines Kettenbruches, dessen erster Partialbruch — ist, wäh- 

P 
rend die übrigen Partialbrüche diefelben bleiben wie vorher. 

460. Einen ächten Bruch -r- in einen ächten Ketten- 

b 

35 
bri^ch zu verwandeln, z. B. =^. 

14 
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AuflöTung. Dividire mit dem Zähler a in den Nenner 
b und mit dem jedesmaligen Reste in den vorigen Diviror, 
bis der Rost null ist, fo flnd die erhaltenen Quotienten nach 
der Reihe die gefuchten Nenner des Kettenbruches, z. B. 
35|78|2 35 _± 

70 ' 78 "~ 2 + 1 

81351 4 T+l 

2 ■^± 

i+± 
2 



32 

3|8| 
6 



2 1 3 ! 1 
1|2|2 • 



P . 35 1 17QQE <>j_®® ' 

Beweis. 78 — 78735. ^'^ • ^* — -* + 35' 35 = 35 78' 

35:8 = 4 + |, 1 = ^-13, 8:3 = 2 + |, 1=34^, 3:2 

= 1 + "TT-. Subslituirt man diefe Werthe nach der Reihe , fo 

erhält man den Kettenbruch. Oder allgemein. Man kann 
jedesmal statt des ächten Bruches, To lange feia Zähler noch 
nicht i ist, einen Quotienten fetzen, dessen Zähler 1 und 
dessen Nenner der reciproke Wcrth jenes ächten Bruches ist; 
diefer reciproke Werth ist ein unächter Bruch , alfo als Summe 
einer ganzen Zahl und eines ächten Bruches darstellbar; mit 
diefem ächten Bruche kann man dann wieder fo verfahren, 
und da die Zähler diefer ächten Brüche immer kleiner werden, 
aber nie Null werden können, fo muss ein Zähler endlich 1 
werden, und dann ist die Verwandlung vollendet. 

461. Zufatz. Jeder ächte Bruch lässt fich in einen 
ächten Kettenbruch verwandeln. 

462. Aufgabe. Einen gegebenen Kettenbruch in einen 
gewöhnlichen Bruch zu verwandeln. 

Auflöfung 1. Wenn die letzten beiden Partialbrüche 

— und — find, fo fetze man statt diefer beiden den einen 

p q 
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Partialbruch — ^S — fo hat man einen Partialbruch weniger 

pq + qi 

wie vorher 9 und fo fahre man fort bis man nur einen 
Partialbruch übrig behält, fo ist diefer gleich dem gegebenen 
Kettenbruch. 

Auflöfung 2. Man gehe von dem ersten Partialbruche 

— aus, fo ist fti Zähler und a Nenner der ersten Annäherung; 

a 

nun fetze man aib statt ai, und ab -f b^ statt a, in den fo er- 
haltenen Ausdrücken fetze man wieder biO statt bx, und bo + Ci 
statt b u. f. f. y und zuletzt p^q statt pi , und pq -f- qi statt p, 
fo hat man den Zähler und Nenner des gefuchten Bruches. 
Beweis 1. Der Kettenbruch x fei 

ro U^ p + *- = 2lf5L, a,fo ^^ ^= -^'-, folglich 



pq + «1* 

2. Man erhält alfo aus dem Kettenbruche 

ai ai 

-ir+.... + 2L den Kettenbruch -^_^pi 

P P+- 

indem man statt pi fetzt piq und statt p fetzt pq + qt» woraus 
die 2le Auflöfung hervorgeht. 

463. Bezeichnet man mit [abod- • •] die Summe der 
Ausdrücke, welche aus dem Produkte abcd- • • dadurch hervor- 
gehen, dass man auf alle möglichen Arten eine gerade Anzahl 
zufammenstehender Faktoren weglässt, fo ist der ächte Ketten- 
bruch z mit den Nennern a, b, c, d, • • • 
[bcd>'>] 

[abod-.-r 
Insbefondere ist der ächte Kettenbruch mit den 4 Nen- 
nern a, b, c, d 

^ [bcd] _ bcd + b 4- d 

[abcd] abcd + ab + ad + cd + 1' 

14* 
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Beweis 1 für 4 Nenner. Nach Aufidrung 1 der vorigen 
Aufo. 18t der Kettenbruch mit den Partialbrüchen — , -r-, — , -r- 

gleich dem Kettenbruche mit den Partialbrüchen — , -r-, ü— t—r» 

ft b od -f- 1 

diefer gleich dem Keltenbruche mit den Partialbrüchen — , 

. T" , - und diefer nach derrdben Auflörung 

bod + b + d 



abcd + ab + ad + cd + 1' 
2. Der allgemeine Beweis ist in strenger Form nur in- 
duktorisch zu führen. 

46fl. Wenn ein Kettenbruch nach der obigen Methode 
(462) in einen gewöhnlichen Bruch verwandelt wird, fo ffnd 
Zfthler und Nenner diefes Bruches Ausdrücke, welche in Be- 
zug auf jeden einzelnen Nenner und Zähler des Kettenbruches 
vom ersten Grade find, und welche überdies kein Glied dar- 
bieten , welches weder den Zähler noch den Nenner des letzten 
Partialbruches enthielte. 

Beweis (indukt.). Angenommen, man habe nach Auf- 
löfung 1 in 462 schon die letzten n Partialbrüche durch einen 

Bi 

Partialbruch -^ erfetzt, dessen Zähler und Nenner die im Satze 

genannte Eigenschaft haben, fo bleibt diefe Eigenschaft auch 

noch bestehen, wenn man nach jener Auflöfung noch den 

ai 
nächstvorhergehenden Partialbrucb ~^ in Rechnung fetzt; denn 

ai Bi 

dann erhält man statt der Partialbrüche -^ und -r^, den einen 

a B 

aiB 

Partialbruch _ , _ , dessen Zähler und Nenner oOenliar diefe 
aB 4" Bi 

Eigenschaft auch haben, wenn B und Bi fie haben. Folglich 
gilt der Satz, da er für den letzten der Partialbrüche unmittel- 
bar gilt, und stets geltend bleibt, wenn man jedesmal den 
nächstvorhergehenden Partialbruch mit in Rechnung zieht, all- 
gemein. 
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46S. Erklärung, n-ter Näherungswerth eines 
Kettenbruches heisst der Werth desjenigen Kettenbruches, 
dessen Partialbrüche nach der Reihe mit den n ersten Partial- 
brüchen des gegebenen Kettenbruches identisch find. Fügt 
man dann auch die folgenden Partialbrüche zu einem Ketten- 
bruche zufammen, fo heisst diefer der zu jenem Näherungs- 
werthe gehörige Kettenrest. z. B. Von dem Kettenbruche 

ist -r- erster Näherungswerth , ^- , e der zugehörige Ketten- 
b a + Y 

rest u. f. \v.; und der dritte Näherungswerth ist der ganze 
Kettenbruch, und der zugehörige Kettenrest null. 

Wenn man den n-ten Näherungswerth nach der Methode 
No. 462 berechnet, fo heisse fein Zähler der n-te Näherungs- 
zähler, fein Nenner der n-te Näherungsnenner. 

466. Der erste Näherungswerth eines Kettenbruches x 
ist stets grösser als z, der zweite kleiner, der dritte grösser 
u. f. w., d. h. wenn n ungerade ist, fo ist der n-te Näherungs- 
werth grösser als x, wenn n gerade, kleiner. 

Beweis. Der Beweis gründet Tich auf den Satz, dass 
von zwei Brüclien mit gleichem Zähler derjenige der grössere 
ist, der den kleineren Nenner bat. Hat man nun einen Ketten- 
bruch X mit den Partialbrüchen ^, |J, , ^, ^\ , 

Dl Da Dn Dn^-i 

fo enthält fein n-ter Näherung&werth nur die n ersten Partial- 
brüche; von ihm unterscheidet fleh der vollständige Werth 
dadurch , dass zu dem n-ten Nenner b^ des Näherungswerthes 
noch der zugehörige Kettenrest, d. b. der Kettenbruch mit 

den Partialbrüchen ?^, hinzuaddirt ist. Diefer Ketten- 

rest fei mit y bezeichnet; fo geht alfo aus dem n-ten Näherungs- 
werth der vollständige Werth hervor, indem man in jenem 
statt bn fetzt \ -fy. Nun ist bn< b^ +y, alfo nach dem 



b._i 
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angeführten Satze ^ > c-^r-, alfo auch b. . -f- ^ 

«>ii »n + y »n 

+ . — "— , alfo nach demfelben Satze 

K + 7 

*B-1 ^ *n-l 

d. h. der Kettenbruch welcher aus dem (n — l)-ten und n-ten 
Partialbruche besteht, ist kleiner als der, welcher aus ihm 
durch Addition von y zu feinem letzten Nenner hervorgeht. 
Diefe Vergleichung bleibt noch bestehen, wenn man auf beiden 
Seiten den (n — 2>ten Nenner hinzufügt, kehrt fleh aber um, 
wenn man diefe Werthe zu Nennern des (n — 2)-ten Zählers 
macht, d. h. den nächst vorhergehenden Partialbruch hinzu- 
nimmt; alfo, da diefe Umkehr fleh jedesmal bei einem neu 
hinzutretenden Partialbruche wiederholt, und bei einem Partial- 

bruche -p > r — f— war, fo ist überhaupt bei einer ungeraden 
bn Db + y 

Anzahl von Partialbrüchen der Kettenbruch grösser als der, 
welcher aus ihm durch Addition von y zu feinem letzten 
Nenner hervorgeht, bei einer geraden Anzahl kleiner, alfo 
auch der n-te Näherungswerth grösser oder kleiner als der 
vollständige Kettenbruch x, je nachdem n ungerade oder ge- ,{ 
rade ist. | 

467. Wenn A, B, C drei aufeinanderfolgende Nähe- 
rungszähler, oder 3 folche Näherungsnenner eines Ketten- , 

bruches flnd, und — der letzte Partialbruch, welcher bei dem { 

I 

letzten derfelben (C) noch in Rechnung gezogen ist, fo ist 

C = Aci + Bc 
und insbefondere bei ächten Kettenbrüchen (wo Oi = 1) 

C = A + Bo. , 

Beweis. Es fei — der letzte Partialbruch, welcher bei 

a I 

der Berechnung von A, und -r^ der letzte, welcher bei der 

Berechnung von B berückfichtigt ist, fo ist (nach 464) A von 
der Form Pai + Oa, alfo 
A = Pa, +0a. 
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Hieraus geht (nach 462 , 2) B hervor, indem man statt 
ai fetzt aib, statt a aber ab + bi, airo 

B = Paib + Oab + Obj = (Pai + Oa)b + Qbi 
= Ab -hObi. 
Hieraus geht nach demrelben Satze C hervor, indem man 
statt bi fetzt bio, statt b aber bo + Ci, alfo 

C = Abc + Aci + Obic == Aci + (Ab + Obi)c 
= AO] + Bo. 
Wird ins Befondere Ci == 1 (bei ächten Kettenbrüchen), 
fo wird 

C = A + Bo. 

A B 

408. Wenn -^ und — zwei Näherungsworthe eines 
A B 

B A 

Kettenbruches z find und zwar —- der auf ~ folgende, und 

B A 

— der zu dem letztern i-^J gehörige Ketlenrest, fo ist 

AiijJ-JBiT 
Arj + Br * 
Beweis. Denn fetzt man r^.-r statt Ci : o in No. 467, 
fo wird Gl : G der Werth des ganzen Kettenbruches; dann 
wird G = Ari + Br und Gi =Airi + B^r, alfo 
Airijf BiT 
Ari -f Br * 

• B A 

469. Wenn -_^ der auf - folgende Näherungs werth 
B A 

eines ächten Kettenbru<;hes ist, fo ist 

A,B — ABl == + 1 oder = — 1 , 

je nachdem - - aus einer ungeraden, oder geraden Anzahl 

von Nennern hervorgegangen ist. 

Beweis (induktorisch). Angenommen, der Salz gelte 

A B 

für die beiden Näherungsworthe -~ und -:^, fo ist zu be- 

A B 

weifen, er gelte auch für die beiden Näherungsworthe -^ 

B 
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und 7, , von denen der letztere auf den ersteren folgt. Nun 
G 

ist (nach 467) 

C = A + Bo 
Ci=Ai +BiC. 
Multiplicirt man die erste Gleichung mit Bi, die zweite 
mit B und fubtrahirt, fo hebt fich das zweite Glied der rechten 
Seite, und man erhält 

BCi — BiC = AiB — ABl , 
d. h. AiB -- ABl = — (BiC — BCi). 

Ist nun A aus einer ungeraden Anzahl von Nennern her- 
vorgegangen, fo ist B aus einer geraden Anzahl hervorge- 
gangen und umgekehrt; alfo wenn der Satz für jene beiden 
Näherungswertho gilt, fo gilt er auch für diefe, alfo für 
alle folgenden Paare; nun^ gilt er aber für das erste Paar, 

nämlich für — und . , . , denn 1 '(ab + i) — ab = 1 : alfo 
a ab + 1 

gilt er allgemein. 

470. Die Differenz zweier aufeinander folgender Nähe- 

rungswerthe, deren Näherungsnenner A und B find, ist gleich 

_ 1 

+ -T^, und zwar pofitiv oder negativ j je nachdem A aus einer 
AB 

ungeraden oder geraden Anzahl von Nennern des ächten 

Kettenbruches entsprungen ist, alfo 

A B "^ AB* 
Beweis. Es ist 

^_|^A,B-^.^_^ ("-h469). 

4*71. Wenn »== -^r^ einer der Näherungswerthe eines 

. p 

ächten Kettenbruches x ist, fo hat jeder Bruch p= ~-, dessen 

Werth näher an x liegt, als der Näherungswerth a, einen 
Nenner, der grösser ist als der Näherungsnenner A. 

Beweis. Es fei b = -:^ der auf a folgende Näherungs- 
B 

werth, B fein Näherungsnenner, fo ist (nach 466), wenna>x 



i 
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ist , b < X, und wenn b < x ist, a^x, alfo liegt x zwischen a 
und b. Nun zeige ich, dass den pofitiven Werthen nach p — b 
stets kleiner ist als a — b. Denn wenn erstens p zwischen 
a und b liegt, fo ist a — b = (a — p) + (p — b), und beide 
Stücke gleich bezeichnet, alfo den pontiven Werthen nach 
a — b >• p — b. Wenn zweitens p nicht zwischen a und b 
liegt, To können die 4 Grössen p, a, x, b entweder diere 
Folge ihrer Werthe haben oder die Folge a, x, b, p. Ersteres 
ist unmöglich, da fönst den pofitiven Werthen nach p — x 
grösser wäre als a — x, was gegen die Hypothefis ist; alfo 
ist nur die Folge a, x, b, p möglich, aUo ist den pofitiven 
Werthen nach p — b kleiner als p — x, aber p — x nach 
Hypothefis kleiner als a — x, und a — x kleiner als a — b, 
folglich p — b kleiner als a — b, d, h. den pofitiven Wertben nach 

P B A B ^ AB' 

alfo dem pofitiven Werthe nach 

P B BP AB* 

P B ' 

Wenn nun -^ von --^ verschieden ist, fo ist die linke 
P B ' 

Seite dierer Vergleichung von Null verschieden , alfo dem pofi- 
tiven Werthe nach P^B -7- PBi entweder = 1 oder > i , alfo 

'BP="^— rö— "^lä'^''BP^AB'^'^^F^Ä' 

P B 

folglich P> A. Wenn aber ^==-^ ist» fo rtuss, da (ver- 

P Jd 

B 

möge 469) -^ ein reducirter Bruch ist, P=>B fein. Aber 

B 

B ist (vermöge 462) grösser als A, alfo auch in diefem 
Falle P :> A. 

472. Aufgabe. Die irrationale Quadratwurzel aus 
einer ganzen Zahl a erstens durch einen unächten und zwei- 
tens durch einen ächten Kettenbruch aufzulöfen und nachzu- 
weifen, dass in beiden Fällen, der Kettenbruch periodisch ist. 

Auflöfung 1. .Es liege YV zwischen b und b -j- 1, 
und fei ^a = x gefetzt und a — b^ = c, fo ist x = b + y, 
wo y <c 1 ist, alfo 
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+ y)»=:a = b» + o, d. h. 
y>.f 2b7 = o, alfo 
y(2b + y) = «, d.h. 

e 

'~2b + y 
Setzt man auf der rechten Seite statt y den gefundenen 
Werth ein, fo wird 

^ 2b + y 
u. r. f., alfo y gleich einem periodischen Kettenbruche mit den 

Partialbrflchen äti öT > " ' ^"^^ ^^""^ Kettenreste y. 
*D *b 

AuflAfung 2. Es fei unter b und e dasselbe verstanden 

wie in der vorigen AuflöHing, fo ist 

■FT=b + y»-b, 

wo ytk — h kleiner als 1 ist, alfo ist Tein reciproker Werth 
>l,d. h. _ 

. <• _jL_ _ Fa+ b yr+b _y±±h 

P'i--b~cFr-.bXFr+b)~8-b'~ _c • 

Da nun der letzte Werth > i isi, to geht o in Fa + h 
mindestens einmal auf, es gehe darin d mal auf, fo dass der 
Rest pofitiv, aber^ kleiner als c ist, fo wird 

F-=^ — - = == a H '=« tt H 
a — b c e c 

wenn de — bssbi gefotzt wird, fo dass alfo ^ zwar 

pofitiv, aber kleiner als 1 ist, folglich ist foin reciproker 
Werth grösser als 1; alfo 

M^^ € _ c(yr+bs) 

PT~b,- a-bj • 
Hier geht c in a — bj allemal auf. Denn es ist 

a — bj = a — (de ^ b)^ = a — b» + 2bdo — d'c^ 
Aber nach dem Obigen ist a — b' = c, alfo 
a — bj = e(l +2bd — d»c), 
d. h. c geht in a ~- b^ auf, der Quotient fei Oi , fa ist 

F a — bi C| 



Es gehe Ci in V iH- bi di mal auf, fo das« der Rost 
pontiv, aber kleiner als Oi ist, To wird 

c ^ Fir+bt _- , y r+bt-diCt 

F— = — — — — Äi H 
a — bi Ci Ci 



= di + 



•i 



FaT— b 
wenn diOi — bi =ba gefetzt wird, fo dass alfo ^ ^ zwar 

Ol 

poHtiv, aber kleiner als 1 ist. Wir können alfo das Verfahren 
auf gleiche Weife ohne Ende fortfetzen. Es hatte fich ergeben 

Der reciproke Werth von F a — b war = d + 'S 

C 

VT- b 

Der reciproke Werth des Bruches ^ war = di + 

c 



FT-b, 



, alfo 



Fa = b + -i 1 



Ci 

und fo erhalten wir durch Fortfetzung des Verfahrens einen 
immer weiter fleh entwickelnden Kettenbruch mit einem Ketten- 

VT—b 

resle von der Form K wo c wie oben bewiefen in 

c 

a — h\ aufgeht, und wo die Indices von bi und c fortschrei- 
tend um 1 wachfen. Man fleht, dass die Anzahl der ver- 
schiedenen Formen diefer Art begränzt ist; denn da erstens 
bi <^ V a und F7r< b + 1 ist, fo kann bi nur b verschiedene 
Werthe annehmen; da ferner das zugehörige c in a^ — bi 
aufgehen muss, fo giebt es überhaupt nur fo viele Ausdrücke 

VT—lh 
der Form =2^ als es Theiler der b Ausdrücke a — bj 
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giebt; folglich müssen diefe Formen einmal erschöpft werden, 
und da das Verfahren fich ohne Ende fortfetzen lässt, fo 
muss, spätestens nachdem eile möglichen Ausdrücke jener 
Form erschöpft find, einer der früheren Ausdrücke diefer 
Form wiederkehren, aber dann kehren auch alle daraus ab- 
geleiteten Ausdrücke in identischer Weife wieder, alfo auch 
die Nenner des Kettenbruches, d. h. diefer ist periodisch. 

Anm._ Es ist diefe Methode an BpecieUen Beispielen, z. B. an 
Yidy y^l u. f. w., zu wiederholen. 

^473« Aufgaben. Einen gegebenen periodischen 
Kettenbruch in einen Ausdruck der Form P + FÖ7 wo P 
und rational find, zu verwandeln und zwar erstens, wenn 
der Kettenbruch fogleich mit der Periode beginnt und zwei- 
tens, wenn dies nicht der Fall ist. Umgekehrt den Ausdruck 
P + VQ in <]ie Summe einer ganzen Zahl und eines ächten 
periodischen Kettenbruches zu verwandeln und zwar erstens, 
wenn P und ganze Zahlen, zweitens wenn es Brüche find. 
Einen unächten periodischen Kettenbruch in einen ächten zu 
verwandeln. Eine gegebene quadratische Gleichung liurch 
Kettenbrüchc zu löfen. 
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